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Ldi gidi thiéu

Toi gap Edward Frenkel lan dau vao nam 1999 khi anh dén Paris bao
cao trong hoi thao thwong nién cua Bourbaki. Tuy chi hon t6i bon tuoi
nhung vao thoi diém do, khi tdi con chap chitng budc vao nghé, thi anh
da la gido suv Dai hoc Berkeley, mot ngoi sao dang lén trong bau troi
toan hoc. Phién bao cdo cta anh gay an twong khé quén. Anh trinh bay
vé mot van dé hoc bua, va rat tritu twgng véi mot vé dé dang, thanh
thoi. Anh c6 mot phong cach rat la so v6i cac nha toan hoc khac, mot
cai gi do hao hao giong mot tai tir dién anh.

Khodang muoi nam sau do, toi co dip cong tac khoa hoc vdi
Edward trong mot thoi gian kha dai. Lam viéc cung nhau, toi nhan ra &
anh nhiéu thién bam dac biét, trong d6 c6 kha nang nam bat van deé rat
nhanh dé r6i phat biéu va dién gidi né mot cach vo cung trong sang va
lich 1dam. Khd nang d6 dugc Edward van dung trong quyén sach nay dé
gidi thich nhitng khai niém ho6c bua ctia todn hoc va vat ly 1y thuyét
bang ngbn ngi* ma trén nguyén tac ai cling hiéu dugc.

Viét vé toan hoc cho cong ching ham chita nhiéu i ro. Ban luén
di gitta hai bo vi'c, mot bén la ngdon ngit han 1am c6 tinh chat danh do
doi véi doc gia pho thong, mot bén 1a ngon ngir doi thuwong, doi khi qua
dé dai, lam ban tregt chan roi vao vue tham cua su thiéu chinh xac, caa
su toi nghia. Tac gia dwong nhw da tim dwgc sgi day mong tang gilta
hai bd virc ma buwédc nhitng buwéc thanh thoi, y nhw ta tdn bo hang sang.

Mot s6 nguwoi lam toan chuyén nghiép, trong dé cé t6i, chira hoan
toan théa man khi doc cubén sach nay. Khi n6i vé Chuwong trinh
Langlands, tac gid duwong nhu gilt im lang vé nhitng gi sau sac nhat.
Nhung rat c6 thé, ta sé khong cong bang khi mong dgi tac gia dién dat
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nhitng y twdng toan hoc sdu sac nhat bang ngén ngit ty nhién, mot viéc
rat c6 thé la bat kha.

Thyc ra Chuong trinh Langlands va vat ly 1y thuyét chi 1a mén
diém tam ctia quyén sach nay. Mon chinh chinh 1a tén ctaa sach: “Tinh
yéu va toan hoc” ma néu chung ta bé chit “va” di thi sé con dung nghia
hon. Tac gia thuat lai cau chuyén tinh yéu cia minh véi toan hoc, tw
mot cau bé 16n 1én trong mot thanh phd nhé cta Lién bang X6 viét,
dugc tiép nhan vao moi tredng toan hoc so6i dong & Moscow, roi sau do
la Harvard, Berkeley.

Do6i véi mot ngwoi ¢ “ngoai vi” nhw t6i, moi treong toan hoc X6
viét luon la mot bi mat day hap dan. Phai chang su thiéu thon vat chat
va thong tin, khong khi ky thi Do Thai (ma tac gid danh nhiéu trang
sach dé dé cap tdi), la mot chat xic tac tryc ti€p hay gian tiép lam cho
toan hoc sinh trwéng. Liéu sy thiéu thén vat chat va thong tin, ky thi
sac toc, c6 tao nén mot moi treong 1y twdng cho sy phat trién cta toan
hoc? Cau chuyén cua tac gia, dugc thuat lai mot cach chan thyc, cho
phép doc gia bwdc mot chan vao phia sau bi'c man bi mat nay.

Cam on cac dich gia Pham Van Thiéu, Nguyén Duy Khanh, va
Cong ty van héa va truyén thong Nha Nam da mang quyén sach tha vi
nay tdi tay doc gia Viét Nam.

NGO BAO CHAU
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LLOI TUA

Co6 mot thé gidi bi mat ngoai kia. M6t vii tru song song dep dé va thanh
nha con an giau, dan bén phitc tap vai thé gidi cta ching ta. D6 la thé
gidi toan hoc. Va n6 vo hinh véi hau hét moi nguwdi. Cudn sach nay la
16i moi goi cac ban dén kham pha thé gi6i ay.

Ta hay tht xét nghich ly sau: mot madt, toan hoc dan bén vao chinh
két cdu doi song thwong ngay cta chiing ta. Moi khi chiing ta thyee hién
mot giao dich tryc tuyén, giri mot tin nhan, thyc hién thao tac tim kiém
trén Internet, hay st dung mot dung cu GPS, thi trong d6 déu cé suw
tham gia cua cac cong thirc va thuat toan toan hoc. Nhuwng mat khac,
toan hoc lai lam hau hét moi ngwdi sg hai: Theo 16i nha tho Hans
Magnus Enzensberger thi n6 da tré thanh “mot diém mu trong nén van
héa cta chiing ta - mét lanh tho xa la, ma chi c6 gidi tri thic tinh hoa,
mot thiéu s6 ngwdi dugc khai sang mdi quyét dinh dan than vao”. Rat
hiém khi, 6ng noi, ching ta “gap dwgc mot nguwoi khang dinh quyét liét
rang chi can nghi tGi viéc doc mot cudn tiéu thuyét, hay ngam mot birc
tranh hodc xem mdt bo phim la anh ta da cam thay dau kho vat va”,
nhung “cd nhitng ngudi cé hoc van va hiéu biét” cling ndi mot cach
“vira thach thirc vira kiéu hanh” rang toan hoc la “su tra tan thyc su”,
hay mot “con 4&c mong” khién ho “mat hitng thu”.

Sao lai c6 chuyén di thwdng nhw vay duge? Toi thiy c6 hai ly do
chinh. Truwdc tién, toan hoc trttu twgng hon cac nganh khoa hoc khac,
do vay ma khong dé tiép can bang. Tiép do, nhitng gi ching ta hoc
trong troeong pho thong chi 1a mot phan rat nho cua toan hoc, ma phan
16n da dugc kham pha tir ca thién nién ky trwéc. Toan hoc da tién bod
vuot bac ké tir do, nhrmg nhitng kho bau cta toan hoc hién dai van bi
giau kin doi vdi hau hét ching ta.
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Diéu gi sé xady ra néu & truong ban phdi hoc mon “hdi hoa” ma
ban chi dwgc day cach son hang rao? Diéu gi sé xdy ra néu ban khong
bao gio dugc gidi thiéu cac birc hoa cuia Leonardo da Vinci va Picasso?
Lam thé c6 gitp cho ban hiéu r6 dwgc gia tri cia hoi hoa khéng? Co
khién ban mu6én hoc thém vé n6 khong? T6i e 1a khéng. Cé 1€ ban sé
noi diéu gi do dai loai thé nay: “Hoc vé & treong chi phi pham thoi
gian. Néu can phai son hang rao thi t6i sé thué nguwoi lam gitp.” Di
nhién, diéu nay nghe that nyc cudi, nhwng dé la cach ma toan hoc van
dugc giang day, va do do trong mat hau hét moi ngudi, viéc hoc toan
trd nén that buon té. Trong khi nhitng birc tranh cta cac bac thay vi dai
déu dé dang kiém dugc, thi toan hoc ctia cac bac thay vi dai lai bi gidu
biét di.

Tuy nhién, toan hoc quyén rii khéng chi vi vé dep tham my cta né.
Nhw cau néi noi tiéng cia Galileo: “Cac dinh luat cia Ty nhién dwoc
viét bang ngon nglt todn hoc.” Toan hoc la mot phwong phap mo ta
thue tai va hinh dung ra thé gigi van hanh nhw thé nao, mot ngén ngit
pho quat da trd thanh tiéu chuan vang cta chan ly. Trong thé gidi cta
ching ta, ngay cang dwa nhiéu vao khoa hoc va cong nghé, hon bao gio
hét, todn hoc da tré thanh nguon goc cia sitc manh, sy thinh viegng va
tién bd. Do do, nhitng ai st dung troi chdy tht ngdon ngit mGi nay sé
ditng & tuyén dau cua su tién bo.

Mot trong nhitng quan niém sai lam thwong thay vé toan hoc, dé la
n6 chi c6 thé dugc sit dung nhw mot “cong cu”: chang han, m6t nha
sinh hoc tién hanh nghién citu trén thyc dia, thu thap di liéu, va sau do
la xay dueng mot mo hinh toan hoc phu hgp vé6i nhitng dit liéu ay (c6 1é
v0i sy gitip d& cua mot nha toan hoc nao do). Cho du day la mot thao
tac quan trong, nhung toan hoc con c6 thé cung cap cho ta thém nhiéu
diéu hon nira: n6 giap tao ra nhitng buwdc nhay vot cach tan va dot pha
ma ching ta khong thé 1am bang cach nao khac. Chang han, Einstein da
khong c6 ghép bat ky dit liéu nao vao cac phwong trinh khi 6ng hiéu
rang hap dan lam khong gian bi uén cong. Thuyc t€, chiang cé dir liéu
nao nhu thé ca. O thoi diém do6, khong ai 6 thé twdng twong dugc rang
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vii tru bi udn cong; tat cA moi ngwdi déu “biét” rang vi tru la phang!
Nhuwng Einstein hiéu rang do6 la cach duy nhat dé€ mé rong ly thuyét
twong do6i hep ctia 6ng cho ca nhitng hé quy chiéu khéng quan tinh, di
do6i vdi nhan thitc sau sac cia 6ng rang hap dan va gia tdc c6 cung tac
dung. D6 la mot thao tac tri tué trinh do cao trong dia hat toan hoc, ma
0 do Einstein da phai dva trén cong trinh cia mot nha toan hoc,
Bernhard Riemann, dugc hoan thién 50 nam trede doé: Cau trac ndo bo
cua con nguoi khong cho phép chung ta hinh dung dwgc nhitng khong
gian cong c6 nhiéu hon hai chiéu; ching ta chi cé thé tiép can ching
qua toan hoc. Va hay thr doan xem, Einstein ndi ding - vii tru cua
ching ta diing la cong, va hon thé, n6 dang gian nd. D6 chinh la sttc
manh ctia todn hoc ma t6i dang néi tGi day!

C6 thé tim thiy nhiéu vi du nhu thé nay, khong chi riéng trong vat
1y, ma trong ca nhitng linh vic khoa hoc khéac nita (ching ta sé ban vé
mot sO linh vire dé dudi day). Lich st cho thidy rang khoa hoc va cong
nghé dwoc thay da doi thit véi toc d6 nhanh chéong nhd nhitng y twéng
toan hoc; tham chi cad nhitng 1y thuyét toan hoc vén dugc coi la tritu
twgng va bi truyén sau nay ciling tré thanh thiét yéu cho nhitng tng
dung. Charles Darwin, cong trinh ctia 6ng von ban dau khong dwa trén
toan hoc, sau nay da viét trong ty truyén rang: “T6i cam thay hoi han
sau sac vi da khong di da xa dé it nhat c6 thé hiéu dugc chit it nhitng
nguyen ly tién phong vi dai cta toan hoc, nhitng nguwoi duwge phu cho
kha nang toan hoc duong nhv c6 them mot giac quan niva vay.” Toi coi
day nhw mot 16i khuyén tién tri cho nhitng thé hé sau nay rang hay biét
1gi dung tiém nang vo tan cua toan hoc.

Khi t6i 16n 1én, t6i van chwa y thitc dwgc thé gidi an gidu cia toan
hoc. Giong nhw hau hét moi nguwoi, to6i nghi rang toan hoc la mot mon
hoc cti rich, nhat nhéo. Nhung t6i da gap may: trong nam cudi cung &
treong pho théng, t6i da gap mot chuyén gia toan hoc - ngwoi da ma
cho t6i canh ctra vao thé gigi diéu ky dy. Téi hoc dwgce rang toan hoc ¢
du cac kha nang v6 han cung vé dep va sy thanh nhg, ciing giong nhw
tho ca, hdi hoa va am nhac. Va toi da bat dau yéu no.
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Cac doc gia yéu quy, vGi cudn sach nay, toi mong mudn mang tGi
cho cac ban diéu ma nhitng nguwdi thay va c6 van cda toi da mang lai
cho toi: 1at m@ sirc manh va vé dep cua toan hoc, giip cac ban budc
vao thé gidi ky diéu ay theo cach ma t6i da buwdc vao, ngay ca khi cac
ban thuéc mau nguoi chwa titng dung hai tiv “toan hoc” va “tinh yéu”
trong cung mot cau. Toan hoc sé deo dang ban nhw né da lam vdéi toi,
va thé gidi quan cua ban sé khong bao gi¢ con nhu cil.

(e]oJe]

Tri thic toan hoc khong giong vGi bat ky loai tri thitc nao khac.
Trong khi nhan thitc cta ching ta vé thé gidi vat ly ludon c6 thé bi bép
méo, thi nhan thitc vé chan ly toan hoc lai khong thé. Pay la nhitng
chan ly khach quan, tat yéu, va bén vitng. Mgt cong thitc hay dinh ly
toan hoc luén dwoc hiéu nhw nhau doi véi bat ky ai ¢ bat cit dau - bat
ké gidi tinh, ton gido hay mau da; va né van dwgc hiéu nhu thé déi véi
bat ky ai ¢ twong lai mot nghin nam sau nita. Diéu ky la 1a ching ta s&
hitu tat ca nhitng kién thitc d6. Khong ai c6 thé 1ay bang doc quyén cho
mot cong thirc toan hoc, no la ctia chung dé ching ta chia sé. Khong co
gl trén thé gidi nay sau sac va thanh nha nhuwng lai danh san cho tat ca
moi nguwdi nhw thé. Mot kho tang tri thitc nhw vay ma lai thue sy ton tai
la diéu gan nhw khong thé tin dugc. N6 qua quy gia dén mirc khong thé
chi ban tang cho “thiéu s6 ngwoi dwgce khai sang”. N6 thudc veé tat ca
chuing ta.

Mot trong nhitng chirc nang chinh yéu cua toan hoc la sap xép trat
tw thong tin. Do la cai lam nén sy khac biét gitta nhitng nhat co cua Van
Gogh vGi mét giot son thuan tiy. Vi sy phat trién ctia cong nghé in 3D
(ba chiéu), thyc tai quen thudc cia ching ta dang trdi qua mot sy bién
doi triét dé: moi thi dang di chuyén tir cdc doi twgng vat ly sang cac
thong tin va dit liéu. Ro6i ching ta sé c6 thé nhanh chéng chuyén doi
thong tin thanh vat chat theo y mudn bang cach st dung mday in ba
chiéu dé dang nhw chuyén mét file PDF thanh quyén sach hay file MP3
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thanh ban nhac. Trong thé gidi cong nghé mdi nay, toan hoc tham chi
sé dong vai tro trung tam hon nita: né vira la cach t6 chitrc va sap xép
trat tw thong tin, vira la cach thic day chuyén doi thong tin thanh thyc
tai vat ly.

Trong cu6n sach nay, to6i sé mo6 td mot trong nhitng y twdng toan
hoc 16n nhat xuat hién trong vong 50 nam tré lai day: Chuwong trinh
Langlands, dugc nhiéu ngudi coi la Ly thuyét Thong nhat Lén ctia toan
hoc. Bé la mot 1y thuyét quyén rii dét nén mot mang lwdi nhitng moi
lién két day phan khich giita cac phan nganh toan hoc ma méi nhin qua
thi twéng nhu cach nhau hang nam anh sang: dai so, hinh hoc, 1y thuyét
s0, giai tich va vat ly lwgng tr. Néu ching ta coi nhitng nganh nay nhw
nhitng luc dia trong thé giéi an gidu cta toan hoc, thi Chuong trinh
Langlands chinh la dung cu vién tai ly twdng, c6 kha nang dwa ching ta
ngay lap tic tw luc dia nay sang luc dia khac, va quay tré ve.

Pugc dé xuat vao cudi nhitng nam 1960 bdi Robert Langlands,
nha toan hoc hién dang gitt van phong von cta Albert Einstein tai vién
Nghién cttu cao cdp thudc Pai hoc Princeton, Chwong trinh Llanglands
bat nguon tir mot 1y thuyét toan hoc co6 tinh dot pha vé doi xing. Ly
thuyét nay da dugc mét than dong toan hoc Phap, ngay trude khi bi giét
trong mot cudc dau sung & tudi hai mwoi, dat nén méng hai thé ky
tredc. Sau nay né da dugce bo trg bai mot kham pha kinh ngac khac,
kham pha khoéng chi chitng minh dwgc Dinh 1y cudi cing ctia Fermat,
ma con cach mang hoa tw duy cua ching ta vé s6 hoc va phuwong trinh.
Va con mdét nhan thitc sau sac khac la toan hoc cé phién dd Rosetta
riéng cia no, chita day nhitng loai suy va an du bi an. Bi theo nhitng
loai suy nhw thé, twa nhw nhitng nhanh song nho trong vung dat toan
hoc day quyén rii, nhitng y twéng ctia Chwong trinh Langlands tran vao
cac dia hat hinh hoc va vat ly lwong t, tao ra trat tv va hai hoa tw
nhitng gi twdng nhuw hon don.

T6i muon ké vGi ban tat ca nhitng diéu trén nham gigi thiéu cac
khia canh cta todan hoc ma ching ta hiém khi nhin thdy: nguén cam
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hitng doi dao, nhitng y twdng sau sac, va nhitng phat kién gay sing sot.
Toan hoc la mot phuwong cach pha vd nhitng rao can cua tap quan, mot
biéu hién cua tri twéng tuwgng vo bién trong cong cudc kiém tim chan
ly. Georg Cantor, ngudi sang tao ra ly thuyét vo han, da viét: “Ban chat
cta toan hoc nam @& sv ty do ctia né.” Toan hoc day chiing ta phén tich
thue tai mot cach rot rdo, nghién citu cac dit kién, va di theo ching cho
du ching dan téi dau. N6 khai phong chiing ta khéi nhitng gido diéu va
dinh kién, cting nht nuéi dudng nang lyc do6i méi. Do vay, toan hoc
cung cap cho ta nhitng cong cu chit khong chi la chinh ban than né.

Nhitng cong cu nay co thé dugc st dung cho cd muc dich tot va
xau, budc chiing ta phai tinh t&i nhitng tac dong cua toan hoc doéi véi
thé gidi thyc. Chang han, cudc khing hodng kinh té toan cau phan 16n
la do da st dung rong rai nhitng mo hinh toan hoc kém coi trong cac thi
treong tai chinh. Hau hét nhitng ngudi ra quyét dinh khéng hoan toan
hiéu vé cac mo hinh dé do ho thiéu hiéu biét vé toan hoc, nhung lai
kiéu cang st dung chiing bang moi gia - do bi long tham thoi thic - cho
t¢i khi gan nhw pha nat toan bé hé thong. Ho lgi dung mot cach bat
minh viéc tiép can thong tin ndi bo, va hy vong rang khong bi ai 14t tay
vi nhitng nguwdi khac chang ai tinh dén chuyén hoéi xem cac mo hinh
toan hoc d6 van hanh nhv thé nao. Co 1€, néu cé nhiéu ngudi hiéu dugc
cach van hanh caa nhitng mé6 hinh do, cling nhuv hoat dong thuc sy cua
hé thong, thi ching ta da khong bi ltra bip lau dén nhu vay.

Ta hay xét mot vi du khac: nam 1996, mot ban do chinh phu My
chi dinh, da bi mat thanh lap va stta déi cong thirc Chi s6 gia tiéu dung,
thwdc do lam phat dé xac dinh khung thué, an sinh xa hoi, cham séc y
té danh cho nhitng nguwoi trén sau lam tudi hodc khuyét tat, va nhitng
chi tra co tinh tdi tregt gia khac. Hang chuc triéu nguoi My da phai
hitng chiu hau qua, nhung chi cé rat it thao ludn cong khai vé cong thirc
mdi va nhitng hé luy cua n6. Va gan day, lai c6 mot c6 gang khac nham
khai thac cong thitc bi an nay dé 1én vao pha hoai nén kinh té My.
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Trong mot xa hoi c6 hiéu biét vé toan hoc thi nhitng vu lam an
ddm dui nhuw thé sé it hon rat nhiéu. Toan hoc thi bang suw chat ché cong
vdi tinh nhat quan cua tri thitc nhan v6i do tin cdy cta chan ly. Tat ca
ching ta nén tiép can nhitng kién thitc va cong cu toan hoc can thiét dé
bado vé minh truwdc nhitng quyét dinh tuy tién do mét so it ké cd quyén
lve thye hién trong mot thé gidi ngay cang duge dan dat béi toan hoc
nay. Noi nao khong cé toan hoc, noi ay khong coé tu do.

000

Toan hoc chiém mot phan quan trong trong di san van héa cda
chung ta ngang vai hoi hga, van chuong, va am nhac. Loai ngudi ching
ta lu6n thém khat kham pha nhitng diéu mdi la, viron t6i nhitng y nghia
md&i, hiéu réo hon vé vii tru va vi tri caa ching ta trong d6. Chao 6i,
ching ta khong thé kham pha ra mét luc dia mdi nhw Columbus, hay la
nguwoi dau tien dat chan 1én Mat trang. Nhung néu t6i noéi rang ban
khong can phai giong buom vugt dai dwong hay bay vao khong gian
mdi c6 thé kham pha nhitng ky quan cua thé gidi, thi sao? Cac ky quan
dy ¢ ngay day, dan bén vao thuyc tai hién thoi caa ching ta. Toan hoc
chi phoi dong chdy cua vii try, an nau dang sau moi hinh dang va
dwong cong, chi phodi moi thi, tit nhitng nguyén t nho bé tdi nhitng vi
sao 16n nhat.

Cudn sach nay la mot 101 maoi tdi tham cai thé gigi phong phua va
day ngac nhién d6. Toi viét né cho nhitng doc gia khong hé cé bat ky
nén tang toan hoc nao. Néu ban nghi rang toan hoc khoé hiéu, rang
khong thé linh héi dugc n6 va cdm thdy sg¢ hai nd, nhung dong thoi lai
t0 mo muodn xem & dé co6 diéu gi dang dé biét hay khong - thi cudn sach
nay chinh la danh cho ban.

Moi ngudi thudng sai lam cho rang phdi hoc toan nhiéu nam méi
c6 thé danh gia diung vé n6. Mot vai ngudi tham chi con nghi rang hau
hét moi ngwdi bam sinh déu khong cé kha nang hoc toan. T6i khong
dong y: phan 16n ching ta da titng nghe va chi it c6 mot hiéu biét so

https://thuviensach.vn



dang vé nhitng khai niém nhw hé mat troi, cac nguyén ti va hat co bén,
chubi xodn kép ADN, va nhiéu thit khac nita ma khong hé theo hoc cac
16p vé vat 1y hay sinh hoc. Va khong ai ngac nhién rang nhitng y twéng
phttc tap dy la m6t phan trong nén van hoa ctia ching ta, trong y thitc
tap thé ctia ching ta. Giong nhuv vay, moi ngwoi déu cé thé hiéu duoc
nhitng khai niém va y tuwéng then chot ctia toan hoc, néu ching duwgc
dién giai mot cach ding dan. D€ lam diéu do, ching ta khong can thiét
phai hoc toan trong nhiéu nam rong; va trong nhiéu treong hgp ching
ta o6 thé di tat ngay dén diém minh can va nhdy qua nhitng budc trung
gian té nhat.

Van dé la & cho: trong khi moi nguwoi thwong xuyén nhac téi cac
hanh tinh, cdc nguyén t¥, va ADN, thi khong hé c6 ai n6i véi ban vé
nhitng y twédng day quyén ri cta toan hoc hién dai, nhw cac nhém doi
xing, nhitng hé thong s6 mdi la ma trong dé 2 cong 2 khong phai lic
nao cting bang 4, va nhitng hinh dang hinh hoc dep dé nhu cac dién
Riemann. Piéu nay ciling chang khac gi ho c¢ chi cho ban chi méo con
va noéi rang con hé nhin cling giong nhw thé. Nhung thye té thi con ho
la loai khac han. T6i sé chi cho ban thdy toan bo vé dep 1ong lay cta
toan hoc, va ban sé hoc duwgce cach thwéng thire “tinh doéi xing kinh
khiép” cua no, nhu 10i 1€ day hoa m¥ cua thi si William Blake.

Pting hiéu sai y toi: viéc doc cubn sach nay ty than né sé khong
giap ban tr@ thanh mot nha toan hoc. Ciing khong phai toi khuyén moi
nguoi nén tré thanh nha toan hoc. Ma hay nghi nhw thé nay: hoc mot it
hgp am sé gidip ban c6 thé choi kha kha mot s6 bai hat bang mot cay
guitar. N6 sé khong giip ban thanh nghé si guitar ctr khoi nhat thé gidi,
nhung né sé lam cudc song cia ban phong phud thém. Trong cudn sach
nay, t6i sé cho ban thiy vai hgp am ctda toan hoc hién dai ma ban chwa
tirng biét dén. Va to6i cam doan no6 sé lam cudc song cta ban phong phui
hon, that day.

Mot trong nhitng ngwdi thay cua toi, Israel Gelfand vi dai, thwong
néi rang: “Moi ngudi nghi rang ho khéng hiéu gi vé toan ca, nhung doé
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hét thay déu do cach ban giéi thich cho ho. Néu ban hoi mét ngudi say
rirgu con so nao 1én hon, 2/3 hay 3/5, anh ta sé khong thé tra 16i duwgc.
Nhung néu ban dat lai cau hoi: cai nao tét hon, 2 chai vodka cho 3
nguoi hay 3 chai vodka cho 5 nguwdi, anh ta sé néi ngay véi ban dap so
ding: 2 chai cho 3 nguoi, di nhién roi.”

Muc tiéu cua toi la giai thich nhitng diéu nhw vay bang nhitng tir
ngl* ma cac ban c6 thé hiéu dugc.

T6i cling sé n6i vé nhitng trdi nghiém cta t6i trong qua trinh
tredng thanh & Lién X6 cfi, noi toan hoc da tré thanh mot tién dén cta
tw do trong boi canh mdot ché do toan tri. Toi da bi tir chéi vao hoc &
Pai hoc Tong hgp Quéc gia Moscow béi nhitng chinh sach phan biét
ching téc cua Lién X0. Cac canh ctta da dong sam truedc mat t6i. Luc
ay, toi la mot sinh vién bi ruéng bo. Nhwng t6i khong dau hang. Toi da
lén vao truong dé nghe gidng va tham dy seminar. Toi tw doc sach toan,
doi khi rat khuya. Va cudi cung, t6i da dot pha qua dugc hé thong do.
Ho khong cho t6i vao qua ctta truede thi toi bay vao qua ctra s6. Khi ban
dang yéu, ai c6 thé ngan can dugc ban?

Hai nha toan hoc 16i lac da do dau va tré thanh nhitng ngwoi thay
huwéng dan t6i. Duwdi su diu dat cta ho, t6i bat dau nghién citu toan hoc.
T6i van la mot sinh vién dai hoc, nhung t6i da day xa dwgc duwong bién
cta nhitng dia hat chwa biét. D6 1a thoi ky hung phan nhat cua doi toi,
va tham chi t6i van lam nhw thé mac du chac chan rang chinh sach phan
biét chung toc sé khong bao gio cho phép toi trd thanh mot nha toan
hoc trong xa hgi X0 viét.

Nhung da xdy ra mot diéu bat ngo: nhitng cong trinh toan hoc dau
tién cda toi duwgc mang l1én ra nwdc ngoai va da dugc biét dén, sau do
toi dwgc moi tdi Pai hoc Harvard lam gido su thinh gidng & tudi hai
muoi mot. That ky diéu, diéu do lai xdy ra ding vao thoi diém
perestroika (cdi cach) & Lién X6 da vén birc man sat, va cong dan dugc
phép ra nwdc ngoai. Vay la toi da c6 mat & do, dirng trén buc gidng cta
Pai hoc Harvard ma chwa c6 bang tién si, nghia la lai pha v& hé thong
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mot lan nita. T6i ti€p tuc con dwong hoc thuat ctia minh, con dwong da
dan dat t6i nghién citu ¢ tuyén dau cia Chuong trinh Langlands va cho
phép t6i tham gia vao mot s6 tién bo quan trong trong linh vic nay
trong suot 20 nam nay. Trong nhitng chuwong tiép theo day, toi sé mo ta
nhitng thanh qua chéi loi dy cta cac nha khoa hoc 16i lac cling nhu
nhitng gi xdy ra dang sau né.

Dbay cling la mot cudn sach vé tinh yéu. Trudc kia, t6i titng muong
twgng ra mot nha toan hoc tim kiém “cong thitc cua tinh yéu”, va diéu
nay da tr@ thanh tién dé cua bo phim Rites of Love and Math (Nhitng
nghi thitc cda tinh yéu va toan hoc) ma toi sé nhac t6i ¢ phan cudéi cuén
sach. Moi khi t6i trinh chiéu bo phim luén c6 ai d6 héi rang: “Liéu c6
thuc sy ton tai mot cong thite cho tinh yéu hay khéng?”

T6i dap rang: “Moi cong thitc ma ching ta phat hién déu la cong
thitc cta tinh yéu.” Toan hoc 1a sudi nguon ctia nhitng kién thitc sau sac
phi thoi gian, ching di vao ban chat cua vat chat va thong nhat ching ta
qua cac nén van hoa, cac luc dia, va cac thé ky. T6i wdc mong sao tat ca
ching ta déu cé thé nhin thay, yéu mén, va kinh ngac truéc vé dep than
thanh cung sy hai hoa thanh nha cua nhitng y twéng, cong thirc, va
phwong trinh, bdi chiing sé mang lai thém rat nhiéu y nghia cho tinh
yéu gitta chiing ta v4i nhau va vdi thé gian nay.
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MOT HUONG DAN CHO bOC GIA

T6i da rat no lywc mo ta cac khai niém toan hoc trong cuén sach nay
theo cach don gian va triic quan nhat. Tuy nhién, to6i nhan ra rang co
mot vai phan ctia cudn sach hoi nang né vé mat toan hoc (dac biét la
trong cac chuwong 8, 14, 15 va 17). Sé khéng c6 vdn dé gi néu ban bo
qua nhitng phan c6 vé r6i ram va té nhat do6 trong lan doc dau tién (day
la cach ma ban than t6i thwong lam). Sau nay, khi da dugc trang bi
nhitng kién thitc méi thu nhan, quay tré lai nhitng phan do6 ban sé thay
dé tiép thu hon. Nhung thuwong thi cling khong nhat thiét phdi lam nhw
vay thi mdi hiéu nhitng phan tiép theo.

Co 1€ sé tuyét voi hon néu mot van dé nao d6 van con mo ho. Bo
la cach t6i cdm nhan trong sudt 90 phan tram thdgi gian lam toan, vay
nén chao mung dén vdi thé gidi cta téi! Cam xuc rbi boi (tham chi doi
lic 1a that vong) 1a phan khong thé thiéu dé tré thanh mot nha toan hoc.
Nhung hay nhin vao khia canh t6t dep cua van dé: cudc song mdi that
nham chan lam sao néu ta cé thé hiéu dwgc moi thit ma chang may kho
khan! Diéu khién viéc lam toan thuc sy phan khich chinh la khao khat
vuot qua sy boi réi nay; dé thiu hiéu; dé vén lén birc man che phu
nhitng diéu chwa biét, va cdm xtic han hoan trao dang khi hiéu rd mot
van dé nao do thyc sw dang dé ta bo cong ra.

Mot vai khai niém toan hoc trong cudn sach nay (dac biét la trong
nhitng chwong cudi) sé khong dwgc mo td mot cach that chi tiét. Trong
tam ma toi hudng tdi la birc tranh toan cuc va nhitng quan hé logic gitra
nhitng khai niém khac nhau va gitta nhitng nhanh khac nhau cuta toan
hoc, chi khong phdi la cdc van dé nang tinh chuyén nganh. Nhitng
khdo luan sau hon thuwong dwgc dé riéng trong phan cha thich & cubi
sach, noi cling liét ké cac tai lieu tham khdo va tai liéu ggi y nén doc
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thém. Tuy nhién, mdc du cac chu thich & cu6i sach cé thé gitip nang cao
tam hiéu biét cua ban, nhing néu mudn, ban ciing c6 thé bé qua (chi it,
la trong lan doc dau tién).

T6i da c6 gang toi gian hoa viéc st dung cac cong thitc - liva chon
cach giai thich bang 16i n6i moi khi c6 thé. Nhung van cé mot s6 cong
thitc xuat hién. T6i nghi rang hau hét déu khong dang sg; trong moi
treong hop, ban cé thé thoai mai bo qua néu thich.

Mot 161 canh bao vé céac thuat nglt toan hoc: khi viét cuon sach
nay, toi rat ngac nhién khi kham pha ra rang mot s6 thuat nglt ma cac
nha toan hoc st dung theo mot cach rieng lai c6 nghia khac hoan toan
dé6i vGi nhitng nguwoi khong nghién citu vé toan, chang han, doi véi cac
nha todn hoc tir “twong @ng” c6 nghia la mot moi lién hé gitra hai loai
do6i twong (nhu trong “twong @ng 1-1”), chit khong phéi nghia thuong
thay nhat ctia n6. Co6 nhitng thuat ngt khac ciing vay, nhw cac tir “biéu
dién”, “hgp thanh”, “vong”, “da tap”, va “ly thuyét”. Moi khi phat hién
thdy van dé nay, toi sé co 10i gidi thich r6. Va bat c khi nao cé thé, toi
sé chuyén nhitng thuat ngit toan hoc t6i nghia thanh nhitng thuat ngir c6
nghia ro rang hon (chang han, t6i sé viét “quan hé Langlands” thay vi
“twong ng Langlands”). Ban sé thdy hitu ich néu tham khdo muc
Thuat ngir moi khi gap phai tir nao khéng ré nghia.

Xin vui long truy cap trang web cua t6i (http://edwardfrenkel.com)
dé cap nhat va tim nhitng tai liéu ho trg, dong thoi vui long giti email
cho t6i dé chia sé nhitng suy nghi ctia ban vé cudn sach nay (dia chi
trong website noi trén). T6i luén danh gia cao phan héi tir cac ban.
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Chuong 1
MOT QUAI VAT Bi AN

Lém thé nao dé tré thanh mo6t nha toan hoc? Biéu ay c6 thé xay ra

theo nhiéu cach. Hay dé t6i ké cho cac ban biét né da xdy ra vdi téi nhw
thé nao.

Co6 thé ban sé ngac nhién, nhwng qua that, khi con hoc & trudng
pho thong toi rat ghét toan. Vang, néi “ghét” thi nghe c6 vé héi qua.
Chi don gian la t6i khong thich né. T6i da nghi rang né kha té nhat. Toi
c6 thé lam hét cac bai tap, chac chan la thé, nhwng to6i khong hiéu tai
sao minh lai lam chung. Tai liéu ma ching toi thao luan trén 16p cé vé
nhuv lac 10ng, chang c6 lién quan gi tGi t6i ca. Thit lam t6i thay thuc sy
phan khich lai 1a mén vat 1y - dac biét la vat ly lwgng tr. T6i doc ngau
nghién moi quyén sach thuwong thitc ma t6i c6 thé kiém dugc vé cha dé
do6. T6i 16n 1én & Nga, noi nhitng cudn sach nhuw thé rat dé kiém.

Toi tirng rat mé dam thé gidi lwgng tir. KE tir thoi c6 dai, cac nha
khoa hoc va triét gia dd mo wéc mo ta dwgc ban chat co ban cta vii tru -
mot sO6 nguwoi tham chi con dat gia thuyét rang toan bo vat chat dugc
cau thanh tr cac phan t¥ vo cung nho goi la nguyén ti. Dau thé ky 20,
nguyén ti da dugc chitng minh la ton tai, nhung ciing khodng thoi gian
do, cac nha khoa hoc da kham pha ra rang, moi nguyén ti lai c6 thé
chia nho hon nita. Mo6i nguyén tt, héa ra bao gom mot hat nhan nam &
gitta cac electron quay xung quanh. R6i chinh hat nhan lai dugc tao béi
cac proton va neutron, nhu dwgc chi ra trong hinh duéi day.
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Nhwng cac neutron va proton thi sao? Nhitng cudn sach thuong
thitc ma t6i doc cho biét rang ching dugc tao thanh tir nhitng hat co
ban goi la “quark”.

Toi thich cai tén quark, va t6i dac biét thich cach ma nguwoi ta dat
ten cho chung. Nha vat ly kham pha ra nhitng hat nay, Murray Gell-
Mann, dd mwon cai tén “quark” tir cuén sach Finnegans Wake (Thitc
canh Finnegans) ctia James Joyce, trong d6 c6 mot bai tho giéu nhai
nhu sau:

Ba quark danh cho ngai Mark!
Ngai cha dugc gi hon tiéng qudt dy thoi.
Cdc cdi khdc la v6 nghia hét

Du ngai c6 trong tay moi thit trén doi.

T6i nghi m6t nha vat 1y lai dat tén cho mot hat dya theo mot cuén
tiéu thuyét thi qua la chiu choi. Ma nhét lai 1a m6t cudn tiéu thuyét
phttc tap va khong hé tam thwong nhuw cuon Finnegans Wake. Toi ltc
dé chac mdi khoang mudi ba tudi, nhung & tudi dy t6i da biét rang cac
nha khoa hoc thwong dwgc cho la nhitng sinh vat song an dat va lap di,
ho dam chim trong nhitng nghién cttu ctia minh dén mitc bang quan véi
moi khia canh khac ctia cudc song nhu Nghé thuat va Khoa hoc nhan
van. T6i thi khéng giong nhu thé. T6i c6 rat nhiéu ban, thich doc sach,
va c6 nhiéu s& thich khac ngoai khoa hoc. T6i thich choi béng da va
danh vo so thi gid dé dudi theo trai bong cung cac ban minh. Cling vao
khoang thoi gian do, toi da kham pha ra nhitng buc tranh cua truong
phéi An twgng (bét dau véi mot tap sach 16n vé chi nghia An twong toi
tim dugc trong thw vién ctia cha me minh). Van Gogh la hoa si ma toi
wa thich. Bi quyén rii béi cac tac pham ctia 6ng, t6i tham chi da cé gang
tap vé. Tat cad nhitng s& thich d6 da thyc sy khién t6i nghi ngo liéu
minh c¢6 thyc sy sinh ra dé tré thanh mot nha khoa hoc hay khong. Do
vay, khi t6i doc dugc rang Gell-Mann, mot nha vat ly vi dai, nguoi da
duwoc trao giai thuwdng Nobel, cling c6 nhitng s@ thich da dang nhu vay
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(khong chi van chwong, ma ca ngdn ngit hoc, khdo c6 hoc...) t6i cam

thdy rat hanh phuc.

Theo Gell-Mann, c6 hai loai quark, “Ién” (up) va “xuéng” (down),
va cac cach két hgp khac nhau ctia chiing mang lai cho cac neutron va
proton cac dac tinh riéng. Mot neutron dugc tao thanh tw 2 quark down
(viét tat la d) va 1 quark up (viét tat la u), con 1 proton dugc tao thanh
tr 2 quark u va 1 quark d, nhv chi ra trén cac hinh vé duéi day.

Neutron Proton
Nhuw thé 1a da da ro rang roi. Nhung diéu mu mo la ¢ cho lam thé
nao ma cac nha vat ly lai phong doan dwgc cac proton va neutron
khong phdi la cac hat khong chia nho dwgc nita ma lai dugc tao thanh
ttr cac hat nhé hon.
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Cau chuyén nay dién ra vao cudi thap nién 1950, thoi diém mot
lwgng 16n cac hat c6 vé la co ban, goi la cac hadron, dwgc tim ra.
Neutron va proton déu la hadron, va di nhién chitng déng vai tro quan
trong trong doi song hang ngay nhuw la nhitng vién gach cau thanh nén
vat chat. Cac hat hadron con lai thi khong ai c6 y niém nao vé muc dich
ton tai cua chung (hay la “ai da dat hang ching” nhw mot nha nghién
cttu da n6i). C6 qua nhiéu cac hat nhw thé dén noi nha vat 1y tiéng tam
Wolfgang Pauli da n6i dua rang vat ly hoc dang bién thanh thyuc vat
hoc. Cac nha vat ly rat can phai ché ngy cac hat hadron, dé tim kiém
nhitng nguyén ly an gidu chi phéi hanh vi cta cac hat nay va giai thich
su sinh s0i dién r6 cua ching.

Gell-Mann va Yuval Ne’eman, da doc lap dé xuat mot so dé phan
loai mé&i la. Ho cung chi ra rang cac hadron c6 thé duwgc phan chia mot
cach tw nhién thanh cac ho nhé hon, méi ho bao gom 8 hay 10 hat. Ho
goi ching la cac bat tuyén va thap tuyén. Nhitng hat cing nam trong
mot ho thi 6 cac tinh chat twong ty nhau.

Trong nhitng cudén sach thuwdong thitc ma téi doc vao thoi diém do,
toi da thay cac gian do bat tuyén nhu sau:
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O day proton dugc ky. hidu 1a p, neutron dugc ky hiéu 1a n, va cé
sau hat khac dugc ky hiéu bang nhitng chir cai Hy Lap la hoac.

Nhung tai sao lai la 8 va 10 chtt khong phai 7 hay 11? Tai khong
thé tim ra dwgc mot cach ly giadi chat ché nao trong nhitng cudn sach
ma t6i dang doc. Ching déu nhac dén mdt y twdng ky bi cua Gell-
Mann goi la bat dao (am chi Bat Chinh Pao trong dao Phat). Nhung
nhitng cudn sach dé khong bao gio c¢6 gang giai thich diéu nay thuc ra
la gi.

Su thiéu vang 10i giai thich nhw thé khién t6i cyc ky khong thoa
man. Nhitng phan then chét cta cau chuyén van con an gidu. T6i muén
lam sang t6 bi an nay nhung khong biét phdi lam cach nao.

Va that may man, t6i da nhan dwgc sy giup do tir mot nguwdi ban
cta gia dinh. T6i 16n 1én trong mot thanh phd cong nghiép nhé co6 tén la
Kolomna, véi dan s6 khoang 150.000 ngudi, cach Moscow khoang 70
dam, hodc chi hai gio tau chay. Cha me t6i la k¥ su lam viéc cho mot
cong ty 16n chuyén sdn xuat mady moc hang nang. Kolomna la mot
thanh ph6 c6 nam bén hgp lwu cta hai con song, dwgc thanh 1ap nam
1177 (chi 30 nam sau khi Moscow dwgc thanh 1ap), van con dé vai nha
tho dep va nhitng birc twong thanh la chirng tich cho qua khir vang son
cua Kolomna. Nhung do khong phai la mot trung tam giao duc hay tri
thitc. O d6 chi c6 mot truong dai hoc nho, dao tao gido vieén phé thong.
Tuy vay, mot trong nhitng gidao sw & do, nha toan hoc Evgeny
Evgenievich Petrov, lai la ban ctia cha me t6i. Mot ngay, me toi gdp lai
ong trén duong pho sau mot thoi gian dai xa cach, va ho da néi chuyén
v6i nhau. Me t6i thich ké vé toi véi ban bé cua ba, va do vay toi xuat,
hién trong cdu chuyén. Khi nghe ké t6i rat thich khoa hoc, Evgeny
Evgenievich da noéi: “To6i phai gap chau. To6i sé c6 chuyén moi quan
tam cua chau sang toan hoc.”

“O khong,” me t6i n6i, “né khong thich toan dau. N6 nghi ring
toan that té nhat. N6 mudn nghién ctru vat ly lugng t.”

https://thuviensach.vn



“Pirng lo,” Evgeny Evgenievich tra 101, “t6i nghi minh biét cach
lam thay d6i suy nghi cta chau.”

Vay la mot cude gap g da duoc thu xép. T6i khong may hirng tha
v6i né, nhung dau vay toéi van dén van phong cua Evgeny Evgenievich
dé gdp ong.

Toi vira mdi budc sang tuéi mwoi lam, va mdéi hoc hét 16p chin,
16p 4p chét ctia phd thong. (T6i nhé hon cac ban cung 16p mét tudi bai
vi t6i dd hoc nhdy 16p sau.) O d6 tudi trac bon muoi, Evgeny
Evgenievich khi dé rat than thién va khiém nhwong. Peo kinh can, véi
chom rau 16m chém, 6ng trong giong hét nhitng gi ma t6i twdng twgng
vé mot nha toan hoc, nhung van c6 nét quyén rii trong anh nhin cham
chu day do xét tir doi mat to ctia 6ng. Ching phat ra sy to mo vo han vé
tat cad moi thir.

Hoa ra Evgeny Evgenievich that sy da c6 mét ké hoach tai tinh dé
chuyén mo6i quan tdm cua t6i sang toan hoc. Ngay khi tdi budc vao van
phong, 6ng lién hoi, “Nay, chia dugce biét la chau thich vat ly lwgng tir.
Chau da nghe néi vé so do bat dao cia Murray Gell-Mann va mé6 hinh
quark chwa?”

“Da c6, chau da doc vé ching trong mot vai cuén sach thuong
thire.”

“Nhung chdu cé biét nén tdng cia mo6 hinh do la gi khong? Lam
sao Ong dy lai ndy ra nhitng y twéng do?”

“A vang...”

“Chéu da nghe vé nhém SU(3) bao gio chwa?”

“SU gi co a?”

“Lam sao ma chau c6 thé hiéu dwgc mo hinh quark néu chau
khong biét nhém SU(3) la gi?”

Ong 14y tir trén gia xudng vai cuén sach, mé chiing ra, va chi cho
t0i cac trang c6 chita cac cong thitc. To6i nhin thdy cac gidn do bat tuyén
quen thudc, giéng nhu gidan dé & trang 24, nhung nhitng gidan do nay
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khong chi la nhitng birc tranh dep; chung con la 16i giai thich mach lac
va chi tiét.

Mac du van khong thé hiéu dau cua tai nheo ctia cac cong thirc do,
nhung t6i cdm nhan ré rang rang ching chita dung cau tra 16i ma t6i da
tim kiém bdy lau. D6 la thoi khac thitc nhan. T6i da bi mé hodc bai
nhitng gi minh nghe va nhin thay; cham dén mot céi gi d6 ma t6i chua
tirng trai qua truedc day; khong thé dién ta bang 10i nhung né giong cam
xtc phan khich va nguén sinh lyc ma nguwdi ta cdm thay khi nghe mét
ban nhac hay xem mdt bitc tranh vo cung an twgng. Tat ca nhitng gi t6i
nghi dén lic do la “Qua tuyét voi!”

“Co6 1€ chau nghi toan hoc la nhitng gi chau dugc day & nha
treong,” Evgeny Evgenievich néi. Ong lic dau, “Khdng phai, ma day”
- ong chi vao nhitng cong thitc trong sach - “mdi la toan hoc. Va néu
chéau thuc sy muon hiéu co hoc lwgng t, thi day la diém ma chau phai
bat dau. Gell-Mann da st dung mot ly thuyét toan hoc dep dé dé tién
doan vé cac quark. Thyc ra, d6 1a mot kham pha toan hoc.”

“Nhung lam sao ma chau c6 thé hiéu duge nhitng thit nay chir?”

Chung trong co vé dang sg.

“Pirng lo. Thit dau tién ma chau can phai hoc la khai niém nhém
doi xing. D6 la y twdng chinh. Pa phan toan hoc, cling nhw vat ly 1y
thuyét, déu dva trén do6 ca. Pay la mét vai cudn sach ma chd muén cho
chau. Hay doc chiing ngay va danh dau nhitng ché ma chau khong hiéu
hang tuan ching ta c6 thé gap nhau ¢ day va noi vé ching.”

Ong dua t6i mdt cudn sach vé cac nhém déi xing va ddi ba cuén
nita vé nhitng cha dé khac: vé cac s6 p-adic (mot hé thong s6 khac biét
hoan toan véi nhitng con s6 ma chiing ta da quen thudc) va vé topo
(nganh nghién citu vé nhitng tinh chat can ban nhat cta cac dang hinh
hoc). Vé chuyén nay, Evgeny Evgenievich c6 mdt nang khiéu toan hoc
hoan hao: 6ng tim thay mot suw két hgp hoan héo gitta cac chu dé sé cho
phép t6i thdy dwgc con quai vat Todn hoc bi an tr cac khia canh khac
nhau va cdm thay hung phan veé né.
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O truong phd thong chiing ta hoc vé nhitng thit nhw cac phuong
trinh bac hai, mot it giai tich, mot it hinh hoc Euclid, va lvgng giac. Toi
ti'ng cho rang toan bd toan hoc chi loanh quanh c6 thé ma théi, rang c6
thé cac bai tap trd nén phirc tap hon nhuwng van nam trong cung cai
khuon kho chung ma t6i von rat quen thudc dy. Nhung cac cudn sach
ma Evgeny Evgenievich dwa cho toi chita dyng nhitng phac thao dai
cwong vé mot thé gidi hoan toan khac, tham chi t6i khong thé hinh
dung dugc sy ton tai ctia no.

Va toi ngay lap titc thay doi hoan toan suy nghi ctia minh.
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Chuong 2
BAN CHAT CUA POI XUNG

Trong tam thitc cia hau hét moi nguwdi, toan hoc chang qua chi la

khoa hoc vé cac con s6. Ho hinh dung cac nha toan hoc la nhitng nguoi
su6t ngay chi ng6i nghién ngam vé cac con so: nhitng s6 16n va tham
chi v6 cung 16n, tat cd déu cé nhitng cai tén rat la. Toi cling tirng nghi
nhw thé - chi it 1a cho dén truwdc khi Evgeny Evgenievich gigi thiéu véi
toi nhitng khai niém va y twdng cta toan hoc hién dai. Mot trong so
ching hoéa ra lai la chia khéa dé kham pha ra cac quark: dé la khai niém
doi xirng.

Vay doi xirng la gi? Tat ca ching ta déu co thé nhan biét né bang
trire giac - khi nhin thay n6 chiing ta nhan ra ngay. Khi t6i dé nghi moi
nguwoi dwa ra mot vi du vé vat thé doi xing, ho déu chi ra nhitng con
bwdm, cac béng tuyét, va co thé con nguoi.

Nhung néu toi héi mét vat doi xirng cé y nghia gi, thi ho lai ngac
ngu.

bay la cach ma Evgeny Evgenievich da giai thich cho toi. “Hay
nhin chiéc ban tron va chiéc ban vuéng nay,” ong chi vao hai chiéc ban
¢ trong van phong ctia minh. “Chiéc nao déi xitng hon?”

“Di nhién la chiéc ban tron r6i, 1€ nao khong qua ro rang hay sao?”
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Anh ciia K.G. Libbrecht
“Nhung tai sao? La mdét nha toan hoc c6 nghia la chadu khong thé
coi nhitng th ‘rd rang’ la di nhién dwgc, ma hdy co suy ludn. Rat

thwong xuyén, chau sé thdy ngac nhién rang cau tra 16i hién nhién nhat
thue ra lai 1a sai.”

Nhan thay su boi roi trén gwong mat cua toi, Evgeny Evgenievich
lién dwa ra goi y: “Tinh chat nao cda chiéc ban tron khién n6 déi xirng
hon?”

T6i nghi ngoi mot 1at, va sau do tim ra: “Chau doan la tinh doi
xirng ctia mot vat lién quan tGi viéc nd gitt nguyén hinh dang va vi tri
ngay ca khi chiing ta tac dong lam cho n6 thay d6i”.

Evgeny Evgenievich gat dau.

“Pung vay. Hay xét tat ca cac phép bién doi c6 thé cé ddi vdi hai
chiéc ban sao cho ching bao toan hinh dang va vi tri ctia hai chiéc ban
ay,” ong néi, “trong treong hop chiéc ban tron...”
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Toi ngat 106i: “Tat ca cac phép quay quanh tdm déu sé khong lam
thay doi vi tri ctia n6. Ching ta sé nhan lai chinh xac chiéc ban duoc
dat dang y nhu ci. Nhung néu ap dung mot phép quay bat ky vao chiéc
ban vudng, ching ta thwdng sé nhan dwoc chiéc ban dat theo cach khac.
Chi c6 cac phép quay 90° va boi ctia n6 thi méi gitt dwgc chiéc ban
khong thay doi théi.”

“Chinh xac! Néu chau rgi van phong ctia chii moét 1at, va chd quay
chiéc ban tron mot goc bat ky, thi khi tré vao chau sé khong nhan thay
su khac biét. Nhung néu chi lam nhw vay véi chiéc ban vudng, chau sé
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Ong tiép tuc: “Nhitng phép bién déi nhu thé dwoc goi 1a cac doi
xitng. Do vay chdu sé thay chiéc ban vuéng chi c6 bon doi xirng, trong
khi chiéc ban tron lai c6 rat nhiéu - ma thuc ra 1la né c¢6 vo han cac doi
xing. Diéu dé giai thich tai sao ching ta ndi rang chiéc ban tron la doi
xtng hon.”

Dbiéu nay mang rat nhiéu y nghia.

“Pay la mot quan sat kha don gian,” Evgeny Evgenievich tiép tuc.
“Khong can phai la mot nha toan hoc chau ciling c6 thé nhan thay, diéu
d6: Nhung néu chau la mot nha toan hoc, chau sé dat cau hoi ké tiép:
tat cd nhitng doi xirng kha di cia mét vat cho truwéce la gi?”

Hay xét chiéc ban vuong. Nhitng déi xing ctia né“ la bon phép
quay quanh tdm cta chiéc ban: theo goéc 90°, 180°, 270°, va 360°,
ngugc chiéu kim dong h6?. M6t nha toan hoc sé noi rang tdp hop cac
do6i xitng ctia mot chiéc ban vuong bao gém bén phan ti, twong ng vai
cac goc 90°, 180°, 270° va 360°. Moi phép quay sé dwra mot dinh co
dinh (dwgc danh dau béi mot hinh tron nho nhw trén hinh dwéi day) tdi
vi tri ca mét trong bon dinh con lai.
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90°

[80° 360°=0°

270°

Co6 mot phép quay dac biét trong s6 nay; ay la phép quay theo goc
360° ciling hét nhw la phép quay theo gbc 0°, titc la chang quay gi ca.
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Pay la mot doi xing dac biét badi vi nd thue sy khong lam thay doi
chiéc ban chit nao ca: moi diém cta chiéc ban sau phép quay van &
nguyeén vi tri nhw ban dau. Chung ta goi day la doi xitng dong nhdt; hay
don gian la phép dong nhat-.

Chu y rang quay theo mét goc nao do6 16n hon 360° thi cling twong
ditong véi viéc quay theo mot goc giita 0° va 360°. Chang han, phép
quay theo mot goc 450° thi cling giéng nhw phép quay theo géc 90°,
bdi vi 450 = 360+90. Diéu dé giai thich tai sao chiing ta chi xét cac
phép quay theo cac gbéc nam gitra 0° va 360°.

O day xudt hién nhan xét quan trong: néu ching ta thuc hién hai
phép quay theo cac goc trong danh sach {90°, 180°, 270°, 360°}, phép
nay ti€p sau phép kia, thi ching ta lai thu dwgc mét phép quay khac
trong cung danh sach d6. Chung ta goi d6i xitng md&i nay la hgp thanh
cua hai dé6i xing kia.

Di nhién, diéu nay la hién nhién: mo6i mét trong hai doi xing déu
gitt nguyén vi tri ctia chiéc ban. Do d6 hgp thanh cua hai doi xing ay
cling phai bao toan vi tri d6. Do vay, hgp thanh nay ciing phai la mot
do6i xitng. Chang han, néu ching ta quay chiéc ban mot géc 90°, va sau
do6 quay tiép mot goc 180°, thi két qua cudi cung la phép quay 270°.

Hay cung xem nhitng gi da xdy ra vdi chiéc ban khi thyc hién cac
phép doi xitng do. Dwé6i phép quay nguwoc chiéu kim dong ho mot goc
90°, gbc phai cua chiéc ban (goc duge danh dau bang mot hinh tron &
hinh tredce) sé di len goc trén. Sau dé chung ta ap dung phép quay 180°,
thi goc trén dy sé lai chuyén xudng goc dudi. Két qua cudi cung la géc
phadi sé di xudng goc dudi. Bé cling la két qua cua phép quay nguwoc
chiéu kim dong ho mot goc 270°.

bay la mot vi du nita:

90° + 270° = 0°.

Khi quay mot goc 90° va sau do la 270°, chung ta sé nhan dugc

phép quay mot goc 360°. Nhung két qua cua phép quay 360° cling
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giong nhu phép quay mot goc 0°, nhuw ching ta da thao luan trén kia -
day chinh la “phép do6i xitng dong nhat”.

N6i cach khac, phép quay thit hai theo mot goc 270° da lam dao
ngugc két qua cua phép quay 90° ban dau. Pay thyc té 1a mot tinh chat
quan trong: bat ky doi xitng nao ciing c6 thé bi ddo nguoc; tic la véi
bat ky doi xitng S nao ciing ton tai doi xitng S’ sao cho hgp thanh ctda
ching la doi xitng dong nhat. Do6i xitng S’ nay dugc goi la doi xing
nghich ddo ctia doi xitng S. Do vay ching ta thidy rang phép quay mot
goc 270° la nghich dao caa phép quay mot goc 90°. Ciing vay, nghich
dao cua phép quay mot géc 180° cling chinh la phép quay mot goc
180°.

Bay gio ching ta thdy rang mot tdp hgp don gian gém cac doi
xitng cta mot chiéc ban vuéng - titc bon phép quay {90°, 180°, 270°,
0°} - thuc ra lai cé nhiéu cdu trac ndi tai, hay cac quy tac twong tac
gitta cac phan tr caa tap hgp do.

Trudc hét, chiing ta cé thé hgp thanh hai d6i xitng bat ky (tirc la ap
dung mot doi xitng nay ti€p sau mot doi xirng khac).

Thit hai, c6 mot doi xitng dac biét, d6i xitng dong nhat. Trong vi
du cda ching ta, dé la phép quay mot goc 0°. Néu ching ta hgp thanh
né vai bat ky doi xitng nao khac, ching ta sé thu dwgc chinh déi xing
khac d6. Chang han:

90° + 0° =90°,180° + 0° = 180°, v.v.

Thi ba, vdi bat ky mot déi xitng S nao, cling tén tai mot doi xing
nghich dao S’, sao cho hgp thanh cta S va S’ 1a doi xitng dong nhat.

Va bay gio ching ta di dén diém chinh: tdp hgp cac phép quay
cung vGi ba cdu tric trén 1a mot vi du vé thit ma cac nha toan hoc goi la
mot nhom.

Nhitng doi xitng cia mot vat thé bat ky cling tao thanh mot nhom,
ma ndéi chung thi cé nhiéu phan t& hon - tham chi s6 phan t c6 thé la
vO han“.,
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Hay cung xem xét diéu d6 van hanh nhw thé nao trong trudng hgp
chiéc ban tron. Bay gio ta da c6 dwgc thém chit kinh nghiém, nén c6
thé thay ngay rang tap hop cac doi xing cua chiéc ban tron la tap hop
tat ca cac phép quay kha di (chit khong phai chi theo cac goc 1a boi cia
90°), va chung ta c6 thé tryc quan hda né nhw tap hgp tat ca cac diém
tren duong tron.

Moi diém trén dwong tron twong Ung vGi mot goc nam trong
khoang 0° dén 360°, biéu dién phép quay cua chiéc ban tron theo goc
nay véi chiéu quay nguoc chiéu kim déng ho. Hon nita, c6 mot diém
dac biét twong &ng vdi phép quay mot goc 0°. N6 dugc danh dau nhw
trong hinh duwéi day, cung véi mot diém khac twong (ng vGi phép quay
mot goc 30°.
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Mac du vay ching ta khong nén nghi cac diém trén dwong tron
nay nhw nhitng diém trén chiéc ban tron, ma nén nghi rang moi diém
cta dwong tron nay biéu dién mot phép quay cu thé cua chiéc ban tron.
Chu y rang chiéc ban tron nay khéng c6 diém nao la dac biét ca, nhung
duwong tron cta chung ta thi cé; dé la diém twong ting vdi phép quay
mot goc 0°E.,

Bay gio ching ta thir xem ba cdu tric no6i & trén c6 thé ap dung
dwgc cho tap hgp cac diém trén dwong tron hay khong.

Trudgc tien, hgp thanh cua hai phép quay, theo cac goc ¢, va o, do,
la phép quay theo goc ¢, + @, do. Néu ¢, + ¢, 16n hon 360, ching ta chi
can ldy né trir di 360. Trong toan hoc, day goi la phép céng theo modun
360. Chang han néu ¢, = 195 va ¢, = 250, thi tdng cua hai goc la 445,
va phép quay mdt goc 445° thi cling giong nhw quay mot goc 85°. Do
vay, trong nhom cac phép quay cta chiéc ban tron ching ta co:

195°+250° = 85°.

Thit hai, c6 mot diém dac biét trén dwong tron twrong 1tng vdi phép
quay mot goc 0°. Pay la phan ti dong nhat cia nhém.

Thit ba, nghich dao ctia phép quay ngugc chiéu kim dong hé mot
goc ¢ la phép quay ngugc chiéu kim dong ho mot géc (360 - ) do, hay
twong dwong vGi phép quay theo chiéu kim dong ho theo mot goc ¢ do
(xem hinh du6i).
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This point is rotation by
degrees counterclockwise

This point is rotation
by 0 degrees
(identity element)

This point is rotation by
¢ degrees clockwise

Diém nay la phép quay mot goc | do theo chiéu kim dong ho...

Nhw vay, chiing ta da m6 td dwgc nhom cac phép quay cua chiéc
ban tron. Ching ta sé goi dé la nhém duong tron. Khong giong vdi
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nhom doi xing cua chiéc ban vuoéng, c6 bon phan tit, nhém nay cé vo
han cac phan t b&i vi cé v6 han cac géc nam gitta 0° va 360°.

Bay gio hiéu biét tric gidc cia ching ta da c6 dwgc nén tang ly
thuyét vitng chac - thuc té, ching ta da bién n6 thanh mot khai niém
toan hoc. Truwdc hét, ching ta thira nhan rang déi xing cua mot doi
twgng cho trwdce 1a phép bién doi bao toan vat dé va cac tinh chat cta
nd. Sau dod, chung ta thyc hién mot budc quyét dinh: dé 1a tap trung vao
tap hop gom tat ca cac d6i xing cua mot doi twgng cho trwdc. Trong
treong hgp chiéc ban vuéng, tdp hgp nay gom bon phan t¥ (phép quay
cac goc la boi caa 90°); trong treong hgp chiéc ban tron, do la mot tap
hop vo han phan t&r (gom tat ca cac diém trén dwong tron). Cudi cung,
ching ta mo6 ta cac cau tric chat ché ma tap hgp cac déi xitng nay luén
s@ hitu: bat ky hai doi xitng nao ciing cé thé hgp thanh dé tao ra mot
doi xirng khac; ton tai doi xitng dong nhat; va doi véi moi doi xitng, ton
tai doi xirng nghich dao ctia n6. (Hgp thanh cia cac doéi xing cling thdéa
man tinh chat két hgp dugc miéu ta trong chu thich 4 cudi chwong.) Do
dé, ching ta di dén khai niém “nhém” trong toan hoc.

Mot nhéom cac doi xing la mét doi twong triu twong, kha khac
biét vGi doi twgng cu thé ma ta da xét. Chung ta khong thé dong cham
hay nam gitt dwgc tap hgp cac doi xing cua chiéc ban (khong giong
nhw ban than chiéc ban), nhung chiing ta c6 thé hinh dung vé no, viét ra
cac phan tir cta nd, nghién cttu va ban luan vé né.. Mac du vay, moi
phan ti caa tap hop triru twgng nay c6 mot y nghia cu thé: né biéu dién
mot phép bién doéi cua mot doi twgng cu thé, titc doi xing cua doi
twgng ay.

Todn hoc chinh la nganh nghién citu cdc doi tuong va khdi niém
trttu tu'ong nhuw vay.

Thuc nghiém cho thay rang doi xitng la mot nguyén ly dan dat can
ban déi véi cac dinh ludt cia tw nhién. Chang han, mét bong tuyét tao
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thanh mot dang luc gidc déu bagi vi hoa ra do la trang thai nang lwgng
thap nhat ma cac phan t& nwdc budc phai két tinh thanh. Cac déi xitng
cta bong tuyét 1a nhitng phép quay theo cac géc la boi ctia 60°; do la
60, 120, 180, 240, 300 va 360 do (cting tirc la 0°). Hon nita, ching ta co
thé “lat” bong tuyét doc theo moi mot trong sau truc twong ng vdi cac
goc do. Tat ca cac phép quay va lat dy déu bao toan hinh dang va vi tri
ctia bong tuyét, do vay, chiing la cac doi xing ctia no“.

Trong treong hgp con budm, khi bi 1at n6 sé 16n tp. BGi vi @ mot
madt con buém c6 cac chan, nén chinh xac thi, viéc 1at con bwém khong
phai la mot doi xing. Khi néi rang con buwdm c6 tinh doi xirng la chiung
ta dang noéi vé mot phién ban ly twdng cta no, khi lwng va bung giong
hét nhau (khong giong nhu Iuvng va bung ctia mét con buwém thuyc sw).
Do vay phép lat lam trdo do6i cac canh bén trai va bén phai cho nhau tré
thanh m6t doi xitng. (Ngoai ra, chiing ta con c6 thé tuwéng twgng viéc
ddo cac canh cho nhau ma khong lat nguwgc con buém.)

Dbiéu nay dan dén mot diém quan trong: c¢6 nhiéu doéi twgng trong
ty nhién ma cac doi xitng cua ching chi mang tinh twong doi ma thoi.
Mot chiéc ban trong doi thue khong thé tron hay vuéng mot cach hoan
hdo, mot con bwdm that thi cé6 mat tredc va sau khong doi xing véi
nhau, va mot co thé nguwdi thi cling khong hoan toan doéi xing. Tuy
nhién, ngay ca trong truong hgp nay thi viec xem xét cac phién ban hay
mo hinh tritu twong, 1y twdng hoa ctia ching - mot chiéc ban tron hoan
hdo, hay mét con bwém twdng twrong ma chiing ta khong phan biét dang
trvdc va dang sau - hoa ra cling rat hitu ich. Roi thi, chiing ta phan tich
nhitng doi xitng ctia cac doi twong 1y twdng hda ay va diéu chinh nhitng
két ludn ma ching ta rit ra tir d6 dé giai thich sy khac biét gitta doi
twong trong doi thuwc va mo hinh cta no.

No6i nhue vy khong c6 nghia la chiing ta khong tran trong tinh bat
doi xitng; ching ta van danh gia cao va cling thuong tim thdy vé dep
trong n6. Nhung diém chinh cta ly thuyét doi xing trong toan hoc lai
khong phai la tinh thdm my. N6 nham xay dyng khai niém déi xing
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bang nhitng thuat ngit tong quat nhat, do vay sé khong tranh khoi la
triru twgng nhat, sao cho khai niém nay c6 thé ap dung dugc mot cach
thong nhat trong cac linh viee khac nhau, nhw hinh hoc, 1y thuyét so, vat
ly, héa hoc, sinh hoc, v.v. Mot khi ching ta phat trién dwgc mot 1y
thuyét nhw vay, ching ta cling c6 thé noi vé cac co ché pha v doi xing
- coi s bat doi xitng nhu mot sy dot sinh, néu ban muén. Chang han,
cac hat co ban c6 khéi lwgng la béi vi déi xing gauge (chuan) ma
ching tuan tha (sé dugc thdo ludn trong chwong 16) bi pha v&. Diéu
nay duwgc lam dé dang nho boson Higgs, mét hat khé nam bat mdi tim
thdy gan day nho May va cham lén (LHC) & dudi long thanh pho
Geneva®. Viéc nghién cttu cac co ché pha v& déi xirng nhw vy mang
dén cho ta nhitng hiéu biét sau sac vo gia vé hanh vi ctia cac vién gach
co ban cua tw nhién.

T6i muon chi ra m6t s6 tinh chat co ban caa ly thuyét déi xing trtvu
twgng vi day la mot sy minh hga hgp ly cho ly do tai sao toan hoc lai
quan trong nhw vay.

Pau tién la tinh pho qudt. Nhém dwong tron khong chi 1a nhém
cac doéi xtng cda chiéc ban tron, ma con la cta tat ca cac vat thé co
hinh dang tron khac, nhw mot chiéc ly, m6t cai binh, mot cai cot, v.v.
Thyc ra, dé n6i rang mot vat thé tron thi cling giong nhw noéi rang nhém
d6i xitng cta né la nhém dwong tron. Pay la mot phat biéu rat hung
hon: ching ta nhan ra cé thé mo td mot thudc tinh quan trong ctia mot
vat thé (“c6 dang hinh tron”) bang cach mo td nhém do6i xing cta né
(“dwong tron”). Tuwong tw nhu vay, “c6 dang hinh vuong” nghia la
nhom do6i xing ctia né 1a nhém c6 bén phan tit da dwgc mo ta & trén.
Noi cach khac, cing mot doi twgng toan hoc tritu twong (nhuw nhom
duwong tron) lai c6 thé dung dé mo ta nhiéu vat thé cu thé khac nhau, va
noé chi ra nhitng tinh chat phé quat chung cta ching (nhw c6 dang hinh
tron)Z.
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Thit hai la tinh khdch quan. Chang han, khai niém vé mot nhom la
doc lap vai cach dién giai cua ching ta. N6 mang cung mot y nghia doi
v&i bat ky ai mudn tim hiéu. D1 nhién, dé hiéu dwogc, ban phai biét ngoén
ngilt biéu dat no, tirc la ngén ngi¥ toan hoc. Nhung ai cling c6 thé hoc
dwgc ngon nglt nay. Twong ty nhw vay, néu ban muoén hiéu dugc y
nghia cau noi ctia René Descartes “Je pense, done je suis” (Toi tw duy
nén toi ton tai), ban can phai biét tiéng Phap (chi it la nhitng tr dwgc st
dung trong cdu nai) - nhung ai cling cé thé hoc duwgc ngon ngilt nay. Tuy
nhién, trong treong hgp chung ta da hiéu y nghia cta cau trén, thi van
sé c6 nhitng cach giai nghia kha di khac vé né. Ngoai ra, moi ngudi
khac nhau lai cé thé dong y hodc khong dong y vdi tinh ding-sai cia
mot cach dién giai cu thé cia cau néi nay. Ngugce lai, y nghia cia mot
ménh dé toan hoc nhat quan vé mat logic dwong nhv khong can phai
dién giai®. Hon nita, tinh ding dan cua no6 ciing la khach quan. (N6i
chung, tinh ding dan cia m6t ménh dé cu thé c6 thé phu thudc vao hé
tien dé ma tir d6 n6 dugc xem xét. Tuy nhién, ngay cd nhu thé chang
nita, sy phu thudc nay vao hé tién dé cling co6 tinh khach quan.) Chang
han, ménh dé “nhém déi xing ctia mot chiéc ban tron la mot duong
tron” la ding véi tat cd moi nguwoi, & bat ct noi dau, ¢ bat ky thoi diém
nao. No6i cach khac, cac chan ly toan hoc la nhitng chan ly tat yéu.
Chung ta sé n6i rd hon vé diéu nay trong chwong 18.

Tinh chat tht ba, lién quan chat ché véi hai tinh chat trén, do la
tinh bén virng. Hién nhién, dinh 1y Pythagoras cé cting mot y nghia véi
nhitng ngwoi Hy Lap 6 dai cling nhuw vGi ching ta hién nay, va cling c6
du ly do dé ky vong rang né sé van mang cung y nghia d6 doi vdi bat
ky ai trong twong lai. Twong tw nhu thé, tat cd nhitng ménh dé toan hoc
ding dan ma ching ta nhac dén trong cudn sach nay sé mai ding.

Thyc té, nhitng kién thitc khach quan va bén vitng nhw thé ton tai
(va hon nita, ching thudc vé tat ca ching ta) thi qua la mot phép mau.
N6 ham y rang nhitng khai niém toan hoc ton tai trong mot thé gidi
tach biét vGi cac thé gigi vat chat va tinh than - ma do6i khi dugc nhac
dén nhu la thé gidi Platon ctia toan hoc (ching ta sé néi dén diéu nay
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nhiéu hon trong phan két ctia chwong). Ching ta van con chwa hoan
toan hiéu dugc no la gi, va diéu gi chi phoi nhitng kham pha toan hoc.
Nhung 1o rang la cai thuc tai an gidu ay sé budc phai (chac chan) dong
vai tro ngay cang I6n trong cudc song cta chung ta, dac biét la véi sy
phat trién ctia nhitng cng nghé may tinh méi va in an 3D.

Tinh chat thi tw 1a tinh twong thich cta toan hoc vdi thé gidi vat
ly. Chang han, c6 rat nhiéu tién bo trong vat 1y lwgng tir khodng 50 nam
trd lai day dugc tao ra la nho ng dung khai niém doéi xitng cho cac hat
co ban va nhitng twong tac gitta chitng. Tt quan diém nay, mot hat, nhw
electron hay quark, thi ciing giong nht mét chi€c ban tron hay mot
bong tuyét, va c6 hanh vi dwgc quyét dinh rat nhiéu bdi nhitng doéi
xtng cua no. (Trong dé c6 mot so thue sw la doi xitng va mot s6 khac
chi la gan dung.)

Viéc kham pha ra cac hat quark la mét vi du hoan héao vé cach thitc ttng
dung d6. PBoc nhitng cudn sach ma Evgeny Evgenievich giao, td6i hoc
duwgc rang nguon goc dé phan loai cac hadron cta Gell-Mann va
Ne’eman ma ching ta néi dén & chwong trudc la mot nhom doi xirng.
Nhom nay dwgc cac nha toan hoc nghién ctu twr treéc - nhung ho
khong tién doan dugc bat ky moi lién hé nao véi cac hat ha nguyén tu.
Tén toan hoc cia nhém nay 1a SU(3). O day S va U 1a viét tit cua
“special unitary” (unita dac biét). Nhém nay cé nhitng tinh chat rat
giong vGi nhém doi xitng ctia hinh cau, ma chiing ta sé néi dén chi tiét
0 chuong 10.

Cac nha toan hoc dd m6 ta tir tridc cac biéu dién cia nhém SU(3),
titc la cac cach khac nhau dé nhém SU(3) ¢ thé thic hién nhw 1a mot
nhom doi xitng. Gell-Mann va Ne’eman da dé y dén su twong tw trong
cau truc caa nhitng biéu dién d6 va mau hinh ctia cac hadron ma ho da
tim ra. Va ho da st dung thong tin nay dé phan loai cac hadron.

T “biéu dién” dwoc st dung trong toan hoc theo mot nghia cu
thé, khac vdi cach st dung thong thuwdng hon ctia né. Vay t6i xin phép
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tam dirng dé giai thich y nghia ctia tir nay trong boi canh toan hoc. C6
1€, sé co ich hon néu tredce tién t6i dwa ra mot vi du. Xin nhac lai vé
nhom cac phép quay chiéc ban tron ma ta da thao luan & trén, ti'c nhom
dwong tron. Bay gio gid st rang ta m& rong mat ban ra xa vo han theo
moi hwdng. Theo cach nay ta sé nhan dwgc mot doi twgng toan hoc triru
twgng: mot mat phang. Moi phép quay ctia mat ban, quanh tam ctda no,
cling sé cho ta mGt phép quay cua mat phang, cting quanh tdm dé. Nhu
vay, ching ta c6 duwgc mot quy tac cho phép gan mot doi xirng ctia mat
phang nay (mot phép quay) v4i moi phan t* cia nhém duwong tron. Noi
cach khac, moi phan tr ctia nhom dwong tron c6 thé dugc biéu dién bdi
mot doi xitng ctia mat phang. B&i vay, cac nha toan hoc coi qua trinh
nay nhw la mét biéu dién cia nhém dwong tron.

Mat phang nay cé hai chiéu, béi vi n6 cé hai truc toa do va do vay
moi diém co hai toa do:
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Do do, c6 thé ndi rang ching ta da xay dwng dwgc mot “biéu dién
hai chiéu” cia nhém cac phép quay. Biéu nay don gian c6 nghia la moi
phan t&* cia nhom cac phép quay c6 thé dugc thyc hién nho mot doi
xitng ctia mat phang™.

Ciing c6 cac khong gian cé s6 chiéu 16n hon hai. Chang han,
khong gian bao quanh chiing ta c6 ba chiéu. N6i thé titc 1a n6 c6 ba truc
toa do, va do vay dé xac dinh vi tri cia mét diém, ching ta can chi ro
ba toa do (x,y,z) cia n6 nhv hinh duai day:

https://thuviensach.vn



https://thuviensach.vn



Chung ta khéng thé hinh dung dugc khéng gian bon chiéu, nhung
toan hoc lai cung cap mét ngén ngit phd quat cho phép ching ta néi vé
cac khong gian c6 so chiéu bat ky. Cu thé, chiing ta biéu dién cac diém
cua khong gian bén chiéu béi bo bon so (x, y, z, t) cling giong nhu cac
diém cua khong gian ba chiéu duwgc biéu dién bdi bo ba s6 (x, y, z).
Theo clung cach dy, ching ta biéu dién cac diém cia mot khong gian n-
chiéu, véi n la so tw nhién bat ky, bdi mot bd n-s6. Néu ban da tirng st
dung mot chwong trinh bang tinh (spreadsheet), thi ban chac ciing da
tirng gap nhitng bo n s6 nhw vay: ching xuat hién dudi dang cac hang
trong bang tinh, moi so trong n s6 nay tuwong tng véi mot thude tinh cu
thé cua dir liéu dwoc Ivu trit. Do vay, moi hang trong mot bang tinh tng
v6éi mot diém trong khong gian n-chiéu. (Ching ta sé n6i nhiéu hon vé
cac khong gian c6 s6 chiéu khac nhau trong chwong 10).

Moi phan tit trong mot nhém cé thé duge thye hién, theo mot cach
nhat quan“?, nhw la mot doi xitng ctia khong gian n-chiéu, tv d6 ching
ta n6i rang, nhém nay c6 mot “biéu dién n-chiéu”.

Hoéa ra mot nhom da cho lai ¢6 thé cé cac biéu dién vbi so chiéu
khac nhau. Ly do dé cac hat co ban c6 thé dwgce tap hop lai thanh cac
ho 8 va 10 hat d6 la nhém SU(3) c6 cac biéu dién 8-chiéu va 10-chiéu.
Tam hat cua moi bat tuyén duwgc xay dung bdi Gell-Mann va Ne’eman
(giong nhuw bat tuyén & trang 24) la twong tng 1-1 vai 8 truc toa do cua
mot khong gian 8-chiéu - mot biéu dién ciia nhom SU(3). Diéu twong tw
cling xay ra cho thap tuyén cua cac hat. (Nhung cac hat khong thé tap
hop lai thanh cac ho ctia, chang han, 7 hay 11 hat b&i vi cac nha toan
hoc da chitng minh dwoc rang nhém SU(3) khong c6 cac biéu dién 7
hay 11 chiéu.)

Ban dau, day chi la mot phwong cach tién 1gi dé t6 hgp cac hat co
cac tinh chat twong ty nhau. Nhung sau d6 Gell-Mann da di xa hon.
Ong cho ring c6 mdt nguyén nhan sau xa ndm sau so do phan loai dé.
Vé co ban, ong noéi rang so do nay van hanh t6t nhw vay la bai vi cac
hadron dwoc tao béi cac hat nho hon - doi khi 1a hai va do6i khi la ba -
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cac quark. Mot dé xuat twong ty cling dwge nha vat Iy George Zweig
doc lap dua ra (6ng goi cac hat nay la “ace”).

Pay qua la mot dé xuat dang kinh ngac. Khong phai chi vi n6 di
ngugc lai niém tin phd bién & thoi d6 rang proton va neutron ciing nhw
cac hat hadron khac la cac hat co ban khong thé phan chia duwgc nita,
ma cac hat méi nay con dugc cho la c6 dién tich la phan s6 cta dién
tich electron. Pay la mét tién doan gdy sing sot bdi vi tredc do chua ai
titng nhin thdy nhitng hat nhw vay ca. Nhung, cac quark da nhanh
chéng duogc tim thdy bang thuc nghiém, va ding nhw dw doan, ching
c6 dién tich bang phan s6 cua dién tich electron.

biéu gi da thic day Gell-Mann va Zweig tién doan vé su ton tai
cta cac quark? D6 chinh la ly thuyét toan hoc vé cac biéu dién cua
nhom SU(3). Cu thé 1a, nhom SU(3) thyc té€ c6 hai biéu dién 3-chiéu
khac nhau (d6 la ly do tai sao c6 s6 “3” trong tén cia nhom). Gell-
Mann va Zweig da dé xudt rang hai biéu dién nay phai mo6 ta hai ho cac
hat co ban: 3 quark va 3 phan quark. Héa ra cac biéu dién 8-chiéu va
10-chiéu ctia SU(3) ¢6 thé duge xay dung tir cac biéu dién 3-chiéu. Va
diéu nay da mang lai cho ching ta ban thiét ké chi tiét cho thay cac
hadron dwgc xay dung tir cac quark nhu thé nao - hét nhu trong tro choi
x€p hinh vay.

Gell-Mann dat tén 3 quark la “up” (lén - viét tat la u), “down”
(xudng - viét tat la d), va “strange” (la - viét tat la s)“2. Mot proton dwgc
cdu tao bédi 2 quark u va 1 quark d, trong khi 1 neutron tao b&i 2 quark
d va 1 quark u nhw ching ta thay trén hinh & trang 23. Téat ca cac hat co
ban nay thudc vé cuing mot bat tuyén nhu ching ta thay trén gian do &
trang 24. Cac hat khac trong bat tuyén nay bao gom ca quark s ciing
nhw cac quark u va d. Ngoai ra cling c6 cac bat tuyén khac bao gém cac
hat co ban tao thanh ti* 1 quark va 1 phan quark.

Viéc kham pha ra cac quark la mot vi du dién hinh cho vai tro téi
cao cua toan hoc trong khoa hoc ma ching ta da thao luan trong phan
10i n6i dau. Cac hat nay dwoc tién doan khong dwa trén cac dir liéu thuc
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nghiém, ma dya trén cac hinh mau doi xitng trong toan hoc. Pay la mot
tiéen doan thuan tiy ly thuyét, dwgc thyc hién trong khuon kho cia ly
thuyét toan hoc rat phitc tap vé cac biéu dién caa nhom SU(3). Cac nha
vat ly phai mat nhiéu nam méi lam cha dugc ly thuyét nay (va thuc té
ban dau ho ciing vap phéi nhitng tr& ngai nhat dinh), nhung bay gio né
la nguon song cua vat 1y hat co ban. N6 khong chi cung cdp mot so do
phan loai cac hadron, ma con dan t6i viéc kham pha ra cac quark, kham
pha da lam thay d6i vinh vién hiéu biét cia ching ta vé thuc tai vat 1y.

Hay tht twéng twgng: mot ly thuyét toan hoc c¢6 phan ky bi trao cho
ching ta sitc manh dé di vao tan cot 16i cta cac vién gach co ban cta tw
nhién. Lam sao ching ta c6 thé khong bi mé hodc bdi tinh hai hoa than
ky cta nhitng hat vat chat nhé bé do, lam sao cé thé khong kinh ngac
tredc kha nang toan hoc cé thé phat 16 nhitng huyén co trong co ché
van hanh cua vi tru?

Ngudi ta don rang, khi nghe néi can phai trang bi cho dai thién
van trén ndi Wilson mét kinh thién van dé xac dinh hinh dang cta
khong-thoi gian, Elsa - nguoi vo thit hai ctia Einstein - dd nhan xét: “O,
chong t6i lam dugc diéu nay chi trén mat sau ctia mét chiéc phong bi
ci.”

Trong khi cac nha vat ly can cac ¢6 may dat tién va phitc tap nhw
May va cham 16n (LHC) & Geneva, thi that dang ngac nhién, cac nha
khoa hoc nhu Einstein va Gell-Mann chi st dung thit twéng nhu la tri
thitc toan hoc tritu twgng va thuan tiy nhat dé lat mé bi mat sau sac
nhat cda thé giéi quanh ta.

Bat ké chuing ta la ai va ching ta tin vao diéu gi, tat cad ching ta
déu cung chia sé nhitng tri thitc nay. Né mang ching ta dén gan nhau
hon, va mang tGi cho tinh yéu cua ching ta danh cho vii tru mét y nghia
moi.

@ Chu y rang lat ban khong phai la mot doi xing: diéu dé sé lam
cho ban 16n Up - dirtng quén rang ban con c6 cac chan nita. Néu chiing
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ta xét mot hinh vuéng hoac mot vong tron (khong lap chan), thi phép
lat cling la mot d6i xing. Vi vay ching ta phai dwa chiing vao nhom doéi
xirng twong wng.
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Chuwong 3
BAI TOAN SO NAM

Ké hoach cta Evgeny Evgenievich doi vdi toi thanh cong my man:
toi da “chuyén moi quan tdm” sang toan hoc. T6i hoc rat nhanh, cang
hiéu sau hon vé toan t6i cang cam thay phan khich va mu6n biét thém
nhiéu hon. Moi chuyén xay ra nhw khi ban dang yéu vay.

Toi bit dau gip Evgeny Evgenievich thuong xuyén hon. Ong dwa
sach cho t6i doc va t6i gap ong mot tuan mot lan ¢ treong sw pham -
noi ong giang day - dé thao luan vé nhitng gi ma téi da doc dugc.
Evgeny Evgenievich choi bong da, khic con cau trén bang va bong
chuyén thwong xuyén, nhung giong nhw nhiéu ngwoi dan 6ng X6 viét
thoi do, ong cling la ngwdi nghién thudc 1a nang. Trong mot thoi gian
dai sau nay, mui thudc 14 da quyén chat vao tam tri t6i khi lam toan.

boi khi cac cudc thao luan cua chung t6i kéo dai t6i tan dém
khuya. M6t hom, gidng duwong ching t6i ng6i thao luan bi bao vé khoa
clra, 6ng ay khong nghi rang lai c6 ngudi & trong dé khuya tGi nhu vay.
Va ching t6i phéi chud tdm vao cudc thao luan 1am nén méi khong nghe
thay tiéng van cda chia khéa. That may, can phong nay nam & tang trét
va chiing t6i da quyét dinh thoat ra qua ctra so.

D6 1a nam 1984, nam cudi cua toi & treong cap ba. T6i phai quyét
dinh chon mot trwong dai hoc dé thi vao. Moscow c6 nhiéu truong,
nhung chi c6 mot noi dé hoc toan thuan tiy: Pai hoc Toéng hop
Moscow, dugc biét dén duwéi cai tén tiéng Nga viét tat, MGU -
Moskovskiy Gosudastvenny Universitet. Khoa Toan-Co (Mekh-Mat)
von ndi tiéng la ngon co dau trong chwong trinh gidng day toan hoc cta
toan Lién bang X0 viét.
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Cudc thi vao dai hoc & Nga khong giong vé6i ky thi SAT ma céc
hoc sinh My phdi tham gia. Vao Mekh-Mat, phai thi bon bai: thi viét
mon Toan, thi van dap mon Toan, thi viét mén Van va thi van dap mon
Vat ly. Nhitng hoc sinh giong nhuw toi, tot nghiép pho thong vai thi
hang cao nhat (& Lién bang X6 viét, nhitng hoc sinh nay sé dugc trao
mot huy chwong vang) sé dugc nhan ngay sau khi dat diém 5, diém cao
nhat, ¢ bai thi dau tién.

Lic ay, toi da tién bo xa hon toan pho théng rat nhiéu, va rat cé
kha nang vugt qua cac bai thi ¢ MGU.

Nhung t6i da qua lac quan. Biéu canh cdo dau tién dén tir bic thw
ma toi nhan dugc tv mot truong ham thu ma toi da theo hoc. Truong
nay da dugc nha toan hoc X6 viét trit danh Israel Gelfand (ma ching ta
sé con néi rat nhiéu vé 6ng sau nay) cung véi mot s6 nha toan hoc néi
tiéng khac thanh lap may nam trwdc nham gitip d& cac hoc sinh giong
nhu t6i, song ¢ ngoai 6 cac thanh phé 16n va khong dwgc hoc & nhitng
trerong chuyén toan. Moi thang, cac hoc sinh theo hoc sé nhan dwgc
mot cudn sach nhé giai thich ky lwdng cac kién thitc duwgc hoc trong
treong hoc va c6 md rong thém chut it. Cudn sach ciling chita mét s
bai tap, khoé hon so vGi nhitng bai dwgc cac thay c¢6 cho ¢ 16p. Hoc sinh
sé phai gidi va gui vé treong qua buu dién. Nguwoi chdm bai (thwong la
sinh vién ctia Pai hoc Téng hgp Moscow) sé doc cac 10i giai dé roi gui
tra lai, kém theo diém, cho cac hoc sinh. T6i da theo hoc & truong do ba
ndm, va & mot truong khac nita, c6 dinh hwéng vat ly nhiéu hon. D6 la
nhitng nguon kién thitc hitu ich cho t6i, mac du nhitng kién thitc ay kha
sat vGi nhitng gi ma toi da phai hoc & truong (khong giong nhu nhitng
gl ma t6i da hoc riéng voi Evgeny Evgenievich).

L4 thw ma t6i nhan dwgc tir treong ham thu ay rat ngan ngui: “Néu
em muon thi vao treong Pai hoc Tong hop Moscow, hdy dén van
phong cuia ching t6i, ching t6i sé rat vui long cho em 161 khuyén,” trén
d6 c6 ghi kem dia chi caia MGU va gio hen gdp. Khong lau sau khi
nhan dugc 1a thw, t6i bat mot chuyén tau kéo dai hai gio t6i Moscow.
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Van phong cua trwong la mot phong 16n véi mot nhom cac ban ké
chum lai va nhiéu ngwoi dang lam viéc, danh may, stta chita van ban.
T6i gidi thiéu ban than, trinh ra birc thw ngan minh nhan duwgc, va ngay
1ap titc duwgce dan dén gap mot nguwdi phu nit tré bé nho; chac chi méi
hon ba muoi tudi.

“Tén em la gi?” chi ta niém nd hai.

“Eduard Frenkel.” (T6i stt dung tén tiéng Nga ctia Edward vao
nhitng ngay do.)

“Va em muon thi vao MGU?”

“Vang.”

“Vao khoa nao?”

“Mekh-Mat.”

“Chi hiéu r6i.” Mat hoi cup xuéng, chi ta hoi tiép:

“Vay em mang qudc tich nao?”

T6i noi; “quoc tich Nga.”

“That sao? Vay con cha me em mang qudc tich nao?”

“A... Me em la ngudi Nga.”

“Thé con bé em?”

“B0 em la nguwoi Do Thai.”

Chi ta gat dau.

Cudc doi thoai nay nghe c6 vé siéu thyc d6i vGi cac ban, va ngay
ca doi vadi toi khi dang viét nhitng dong nay. Nhung & Lién bang X6
viét vao khodng 1984 - ban nhd Orwell® chit? - thi viéc héi ai d6 vé
“qudc tich” cta ho khong bi coi la viéc ky quai chit nao. Trong
hd.chiéu noi dia ma tat ca cac cong dan X6 viét phai mang theo bén
minh, qua that c6 mét dong dac biét danh cho “quéc tich”. N6 ding sau
1) tén, 2) tén dadt theo cha, 3) ho, va 4) ngay sinh. Vi ly do nay, né dugc
goi la pyataya grafa, “dong thit nam”. Quoc tich cling dugc ghi trén
gidy khai sinh, nhw quéc tich ctia cha va me. Néu qudc tich cta ho khac
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nhau, nhw trong tredng hop cua to6i, thi cha va me phai quyét dinh chon
quoc tich cho con minh.

Thuc chat, dong th nam la mat ma dé héi nguwoi do cé phai la
nguwoi Do Thai khong. (Nhitng ngwdi mang quéc tich khac, nhw Tarta
hay Armenia, nhitng nguoi bi ki thi va ngugc dai, du khong t6i mic
nhw do6i v6i nguwdi Do Thai - cling sé dugce nhan biét bang cach nay.)
Dong thit nam viét rang toi la nguoi Nga, nhung phan ghi ho - 1a ho cta
cha t6i, ranh ranh la Do Thai - da tiét 16 danh tinh ctia t0i.

Can phai dac biét chu y rang gia dinh t6i la v6 than. Cha t6i khong
dugce day do theo mot ton gido truyén thong nao, va toi ciing vay. Thuc
té 1a ton gido trong xa hoi X6 viét bay gio gan nhw khong ton tai. Hau
hét nhitng nha thd Chinh théng gido déu bi pha huy hodc dong cira.
Bén trong so it 6i nhitng nha thd con tén tai, ban thwong chi bat gap
mot vai babushkas (cu ba), nhu la ba ngoai toi. Thinh thoang ba t6i dv
1é & nha thd duy nhat con hoat dong & qué t6i. Cac gido duong Do Thai
gido thdm chi con it hon. O qué tbi thi khong c6 cai ndo ca; & Moscow
noi dan soé 1én téi gan 10 triéu, thi cling chi c6 mét gido dwong Do Thai
gido chinh thitc ma tho6i2. TGi dy 1é & mot nha thd hay mét gido dwong
Do Thai la m6t hanh dong rat nguy hiém: ban c6 thé bi cac nhan vién
an ninh mac thwong phuc chi y, va sau dé sé gap rat nhiéu rac réi. Do
vay, khi ai do bi coi la ngwoi Do Thai, thi n6 khong mang nghia ton
gido ma la theo nghia chting t6c, nghia “huyét thong”.

Ngay ca khi t6i khong sit dung ho ctia cha minh, thi nguén goc Do
Thai cua t6i cling sé bi hoi dong xét tuyén nhan ra, bdi vi trén mau don
thi tuyén c6 yéu cau phai viét cu thé tén ho day da cua cha va me.
Nhitng cai tén day da d6 bao gom ca tén dat theo cha, tic la tén nguoi
ong cta thi sinh. Tén 6ng ndi toi la Joseph, trong Lién bang X6 viét &
thoi ky dy thi nghe da biét chac la Do Thai r6i, do vay day ciing 1a mot
cach khac dé lan ra nguon goc Do Thai cta t6i (nfu ho cta cha toi
khong tiét 10 danh tinh cuda t6i). Hé thong da dugc thiét 1ap theo cach
ma noé c6 thé chi bao nhitng ai chi it c6 mot phan tw dong mau Do Thai.
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Sau khi da xac nhan t6i la ngwoi Do Thai theo dinh nghia trén,
ngwoi phu nit cat tiéng, “Em cé biét rang nguwdi Do Thai thi khong
duwgc nhan vao Pai hoc Téng hop Moscow khong?”

“Y chi la gi a?”

“Y chi 1a em khong nén mat cong ndp don vao day lam gi. Ping
phi thoi gian. Ho sé khong cho em vao hoc dau.”

T6i khong biét noi gi ca.

“D0 co phai ly do chi guri the cho em khong a?”

“Phai. Chi chi mu6n gitp em.”

T6i nhin quanh. R4 rang la moi ngudi trong van phong déu hiéu
cudc doi thoai nay dang noi dén diéu gi, ngay ca khi ho khong lang
nghe that ky. Chuyén nhw thé nay chac da xdy ra hang ta lan roi, va moi
nguoi c6 vé nhw da quen vdi né. Ho déu tranh nhin toi, c nhw thé t6i
la bénh nhan giai doan cudi vay. Trai tim t6i se lai.

To6i tirng doi mat vai chi nghia bai Do Thai tredc day, nhung chi & mitc
ca nhan chit khong phai cé t6 chitc nhw vay. Khi con hoc 16p Nam, mot
vai ban cung 16p ctia to6i thwong ché nhao to6i bang cum tit evrey, evrey
(Do Thai - theo tiéng Nga). To6i nghi ho chang cé y niém gi vé y nghia
cta tir d6 (vi c6 mot sy that ranh ranh rang mot so dita con nham lan tir
evrey nghia 1a “Do Théi”, véi tit evropeyets, nghia 1a “dan chau Au”) -
chac chiing da nghe 16m duwgc nhitng binh luan sac mui bai Do Thai tw
cha me ching hay nhitng ngwoi 16n khac. (That khong may, chu nghia
bai Do Thai cam ré rat sau trong van héa Nga.) T6i did manh mé va
cling may man c6 mdt vai nguwoi ban chan thanh, nhitng nguwdi luon
bénh vurc t6i, do vay tdi chwa bao gio bi nhitng ké hay bat nat ay danh
dap, nhung do6 la mot trai nghiém chang hé dé chiu. T6i ty ti dén noi
khong ké lai nhitng chuyén dé6 vdi gido vién hay cha me, nhung mot
ngay thay gido da nghe dwogc va can thiép. Két qua la nhitng ké ay ngay
1ap tirc phai 1én gap hiéu trudng va su ché giéu cham diit.
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Cha me t6i cling da nghe ndi vé sy phan biét doi x véi ngudi Do
Thai trong cac ky thi vao dai hoc, nhung khong hiéu sao ho khéng may
dé y dén diéu ay. Trwdc hét 1a & thi trdn qué t6i, khong c6 nhiéu nguoi
Do Thai, va tat ca nhitng treong hgp bi phan biét doi xi* ma cha me t6i
duwgc nghe déu la vé cac chuong trinh hoc cé lién quan t6i vat ly. Mot
ly 1é dién hinh lan truyén rang sé& di nhitng ngwoi Do Thai khong duwoc
chdp nhan béi vi viéc hoc nhitng chwong trinh nhw vay c6 lién quan téi
nhitng nghién cttu hat nhan, va do vay lién quan tGi quoc phong va bi
mat quoc gia; chinh phu khong muén nhitng nguwdi Do Thai gép mat
trong cac linh viec dé bai vi ho c6 thé sé di cw tGi Israel hay noi nao do6
khac. Theo logic thi 1é ra chang cé ly do gi phai quan tam t&i nhitng
nguoi hoc toan thuan tiy ca. Nhung ro rang la c6 ai d6 quan tam.

Moi diéu trong cudc noi chuyén caa téi & MGU that la lung. Va
toi khong chi noi vé khia canh “nguy hiém” ctia n6. Cé thé két luan
rang nguwoi phu nit da ndi chuyén véi toi chi don gian la mudn gitp t6i
va nhitng sinh vién khéac bang cach canh bao cho chiing t6i vé nhitng gi
sé dién ra. Nhung cé thwe sy ding nhw vay khong? Hay nh@ rang
chiing ta dang néi vé nam 1984, khi Bang cong san va KGB van kiém
soat chat ché moi khia canh doi song & Lién X06. Chinh sach cta nha
nuwée khi do coi tat ca cac dan toc déu binh dang, va cong khai cho rang
viéc c6 nhitng quan diém khac sé dat ban vao vong nguy hiém. Nhung,
nguwoi phu nit 4y da diém tinh néi vé diéu do véi toi, mot ngwoi la mat
m&i gap lan dau, va chi ta cting khong té vé lo lang rang sé bi cac dong
nghiép nghe 1én.

Hon ntta, ky thi vao MGU lu6n duge sdap xép dién ra tredc mot
thang so v@i cac treong khac. Bai vay hoc sinh khong do vao MGU
van c6 co hoi du thi & noi khac. Thé thi tai sao lai c6 ai d6 co gang
thuyét phuc ho bo ca thi th*? Duwong nhw c6 mot thé lyc 16n nao do
dang c6 gang xua dudi t6i va cac sinh vién Do Thai khac.

Nhung t6i khong hé nhut chi. Sau khi néi di néi lai chuyén nay
trong thoi gian dai, ca cha me va t6i déu thdy rang t6i chang c6 gi dé
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mat ca. Chung t6i quyét dinh rang t6i van c nop don thi vao MGU va
mong dogi diéu tot dep nhat xdy dén.

Bai thi dau tién, dién ra vao dau thang 7, la mot bai thi viét vé toan. Bai
thi nay bao gio cling gom nam bai toan. Bai toan s6 nam dwgc coi la bai
toan t¥ than, va khong thé gidi duwgc. N6 giong nhw nguyén té thit ndm
cta bai thi vay. Nhung toi da cé da kha nang dé gidi tat ca cac bai toan,
ké ca bai s6 ndm. Y thitc dwoc rdng rat cé thé sé xay ra tinh huéng 1a
nguwoi cham bai c6 thanh kién va co gang tim kiém cac ké hg trong 10i
gidi ctia minh, t6i da viét ra moi thit mot cach chi tiét t6i mirc kho s6.
Sau dé6 t6i da kiém tra di, kiém tra lai tat cd nhitng 13p luan va tinh toan
dé dam bao rang minh khong mac mot 16i nao ca. Moi thi déu that
hoan héo! Trén chuyén tau tr@ vé nha, tdm trang cua toi c lang lang,.
Ngay hom sau, toi trinh bay lai voi Evgeny Evgenievich nhitng 10i giai
ctia minh, va 6ng xac nhan rang moi thi déu chuan xac. C6 vé nhuw t6i
da c6 mot khai dau tot.

Bai thi tiép theo cua t6i la toan van dap. Lich thi dién ra ngay 13
thang 7, that trung hgp la vao ding thi Sau.

T6i nhd nhv in tirng chi tiét vé ngay hom dé. Budi thi dwgc sap
xép vao dau gio chiéu, va toi cung vGi cha me da di xe lira tir nha dén
d6 vao budi sang. Toi budc vao phong thi & MGU chi vai phut truée
khi gio thi bat dau. D6 1a mét 16p hoc théng thuwong, trong phong c6 1€
chi c6 mwoi 1am dén hai muoi thi sinh véi bon hay nam giam khao. Khi
bat dau lam bai, moi ching t6i phai rat mot to gidy t mot chong 16n
trén ban gido vién. Mai td ¢6 in hai cau hoi, va dwgc dat Gp mat trang
lén trén. N6 cling giong nhw viéc dwgc rut tham mot vé x6 s6 nén
chuing t6i goi d6 la bilet, tam vé s6. Co6 1& c6 hon mot tram cau hdi ca
thdy, va tat ca déu da dwgc biét trude. Toi khong may quan tam vé viéc
minh sé rat phdi t& nao vi t6i da nam vitng khoi kién thic ay. Sau khi
rat “vé s6”, moi thi sinh chon mot chiéc ban va ngo6i xuéng chuan bi
dap an, ho chi dwgc st dung cac to gidy trang duwgc cung cap.
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Cac cau héi trén dé thi cta t6i la: (1) Mot dwong tron noi tiép mot
tam giac va cong thirc tinh dién tich cua tam giac theo ban kinh cua
duwong tron do; va (2) dao ham cua thwong (chi can phat biéu cong
thitc). T6i da qua san sang tra 10i hai cau hoi nay, va c6 thé tra loi
chiing dé nhw bon.

T6i ng6i xudng, viét ra vai cong thirc trén gidy nhap, roi sap xép
lai cac y t¥ trong dau. Viéc nay phdi mat dén hai phut. Khong con phai
chuan bi gi thém nita, t6i san sang tra 16i. Toi gio tay 1én. Co vai giam
khdo trong phong, tat cd ho déu dang cho dgi cac thi sinh gio tay,
nhung that ky la, ho déu 10 t6i di, giong nhu to6i khong hién dién & day
vay. Ho nhin xuyén qua t6i. T6i ng6i d6 vaGi canh tay gio lén trong mot
luc: nhung khong c6 ai phan tng gi ca.

R6i mudi phit sau, mot vai thi sinh khac cling gio tay va ngay lap
tirc, nhitng giam khao v6i chay t&i cho ho. Mot nguwdi ngoi xuéng canh
thi sinh va nghe cau ta/ co ta trad 10i nhitng cau hoi caa minh. Ho ngoi
kha gan vdi t6i, do vay toi c6 thé nghe thay ho doi thoai. Nhitng gidm
khado déu rat lich si va hau nhw luén gat gu tan thwéng, chi thi thoang
m&i hoi thém vai cau nita. Khéng c6 gi bat binh thwong ca. Khi thi sinh
trd 10i xong cac cau héi ghi trén phiéu (sau khoang muwdi phut gi do),
giam khao cho thi sinh gidi thém mot bai toan nita. Nhitng bai toan ay
cling c6 vé kha don gian, va hau hét cac thi sinh déu ngay lap tic giai
duwgc. Chi thé 1a xong!

Mot cap thi sinh dau tién thi xong vui vé di ra, chac han la dat
dwgc diém 5, diém cao nhat, con t6i thi van c ngoi d6. Cudi cung, t6i
chop lay mét giam khédo di ngang qua, mot ngudi tré ma duong nhw
méi lam xong tién si, va thang thirng hoi: “Tai sao cac thay khong héi
em?” Anh ta nhin ra cho khac va néi moét cach binh than: “Xin 106i,
chung toi khong dwgc phép noi chuyén véi em.”

Khoang mdt gio trdi qua, cé hai nguwoi dan ong trung tudi budc
vao phong. Ho buéc nhanh lén phia trén chiéc ban gido vién roi giGi
thiéu minh v&i nguwoi dan ong ngoi do6. Anh ta gat dau va chi vé phia
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toi. RO rang day la nhitng nguoi ma t6i dang cho dgi: nhitng nguoi
“tham van” toi.

Ho budc dén ban t6i va tw gigi thiéu. Mot nguwdi gay va nhanh
nhen, con nguwoi kia thi hoi map vaéi bo ria mép rat day.

“Puwoc 16i,” nguwoi dan 6ng gay noi - 6ng ta la nguwdi n6i nhiéu
nhat - “Xem chiing ta c6 gi nao? Cau hoi dau tién la gi?”

“Puong tron noi tiép mot tam gidc va...”

Ong ta ngit 15i toi: “Dinh nghia mot dwdng tron xem?”

Ong ta t6 vé kha gay git, hoan toan twong phan véi cach tng xi
voi thi sinh cua nhitng nguoi trede. Ngoai ra, nhitng giam khao khac
khong bao gio hoi gi trude khi cac thi sinh trinh bay xong dap an cho
cac cau héi ghi trén dé thi.

T6i ndi: “Mot duwong tron la tap hgp cac diém trén mat phang c6
cung khodng cach téi mot diém cho tredce.”

b6 la dinh nghia chuan.

“Khong dung!” nguoi dan 6ng dé khoai chi khang dinh.

Lam sao ma dinh nghia nhu thé lai cé thé sai dwgc? Ong ta doi vai
gidy roi noi: “Do la tap hop cua tdt cd cac diém trén mat phang cung
cach déu mot diém cho truée.”

Xem ra qua bat bé vé tir ngit - ddu hiéu dau tién ctia nhitng rac roi
sap xdy ra.

“Thoi dugc,” ong ta no6i, “Vay thé nao la mot tam giac?”

Sau khi t6i néu Ién dinh nghia, 6ng ta nghi nggi vé no, khong khé
dé nhan ra 6ng ta dang c6 bai 1ong tim vét, roi tiép tuc: “Va thé nao la
mot dwong tron ndi tiép mot tam giac?”

Cau hoi nhu thé nay dan ta t6i dinh nghia cia mot dwong tiép xuc,
sau do thi la “dwong thang”, r6i nhitng thit khac nita, va sém mudn gi
thi 6ng ta cling sé hoi t6i tién dé thit nam ctia Euclid vé tinh duy nhat
cua cac duong thang song song, diéu ma tham chi con khong nam trong
chuwong trinh phé thong! Ching t6i dang n6i vé cac van dé chang co
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lién quan gi tGi cau héi trén dé thi va virgt xa hon nhitng gi ma t6i dwoc
coi nhu c6 biét dén.

Moi tlr t0i néi ra déu bi dat cau héi. Moi khai niém néu ra phai
dugc dinh nghia, va néu c6 khai niém nao khac dwgc nhac dén trong
dinh nghia do, thi ngay lap titc t6i dwgc yéu cau dinh nghia né luon.

Khéi phai noi, néu ho cua toi la Ivanov, t6i sé khong bao gio bi héi
bat ky cau hoi nao kiéu nhw vay. Gio nghi lai, 1é ra Idc dé toi nén co
hanh dong khon ngoan la phén do6i ngay va noi véi cac giam khao dé
rang ho da lac dé. Nhung bay gio noéi diéu nay thi qua dé. Luc d6 toi
chi méi mwoi squ tudi, con nhitng ngwoi dé hon toi t6i hai nham hai
sau tudi. Ho con la nhitng can bo diéu hanh mot cudc thi & trwong Pai
hoc Téng hgp Moscow, va toi budc phdi trd 16i nhitng cau héi cta ho
tot nhat co thé.

Sau gan mot gio dong ho tra van, ching to6i chuyén sang cau hoi
thi hai trén deé thi. Cho t6i lic dé, nhitng thi sinh khac da thi xong va ra
vé hét, dé lai phong thi trong hoac. R0 rang t6i la thi sinh duy nhét can
phai dugc “cham soc can than”. T6i doan rang ho da c6 y sap cho cac
thi sinh Do Thai dé khéng c6 hon mot hay hai thi sinh trong cting mot
phong thi.

Cau hoi thit hai yéu cau t6i phai viét cong thirc tinh dao ham cua
thwong. To6i dwgc phép khong phai trinh bay bat ky dinh nghia hay
chithg minh nao. Cau hoi viét cu thé nhw thé, chi can néu céng thic
thoi. Nhung di nhiéen, hai giam khao kia khang khang doi toi phai giai
thich cho ho han mot chwong trong sach giai tich.

“Hay néu dinh nghia cua dao ham?”

Dbinh nghia chuan xac ma t6i néu c6 lién quan dén khai niém gidi
han.

“Vay thé nao la giéi han?” Roi sau do6 la “Ham so la gi”, va ci
nhw thé cac cau héi néi tiép nhau dugc dat ra.
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Van dé phan biét ching téc ¢ ky thi tuyén vao truong MGU da ting la
chu dé cta nhiéu sach bao. Chang han, trong bai bao sau sac ctia minh
dang trén to Notices of the American Mathematics Society (Thong tin
cta Hoi Toan hoc My¥), nha toan hoc va gido duc hoc Mark Saul 14y cau
chuyén cta t6i 1am vi du. Ong so sanh bai thi van dap cua t6i v6i cude
truy van cua Hoang hau Do déi véi co bé Alice trong cudn Alice & xur
s& diéu ky. T6i biét hét cac cau tra 10i, nhung trong cudc choi nay, noi
ma moi thit néi ra déu bi bat bé dé chong lai t6i, thi t6i khong thé c6 co
may thang dugc.

O mot bai bdo khéc ciing v&i cht dé nay trén t& Notices, nha bao
George G. Szpiro da dua ra 10i gidi thich nhu sau:

Trong cac ky thi tuyén sinh, nhitng thi sinh nguwdi Do Thai - hay c6 tén nghe c6 vé Do Thai -
déu bi tach riéng ra dé “do6i xu dac biét”... Nhitng rao can sé dugc dung lén & bai thi van dap.
Ho sé dwgc giao cho nhitng cau hdi “hdc bia” doi hoi nhitng suy luan rat khé va céac tinh toan
rat dai. Mot vai cau hoi la khong thé giai dugc, hay duwgce phat biéu rat tt mu hodc khong thé co
déap an ding. Chung khong dugc thiét 1ap dé kiém tra nang lyc cta thi sinh ma dé loai bé nhitng
thi sinh “khong mong doi”. Céc bai thi van dap c6 tinh vui dap va rd rang la thiéu cong bang
thuong kéo dai t6i nam hay sau gio, mdc du theo quy dinh thi chi gii han trong ba gio rudi.
Tham chi néu cac cau tra 10i cta thi sinh c6 ding di nita, nguwdi ta van tim ra cac ly do dé danh
trrgt. MGt dao c6 mot thi sinh da bi danh trugt vi khi trd 101 cau héi “dinh nghia dwong tron” da
nodi rang no la “tap hgp cac diém cach déu mot diém cho trwde.” Cau trd 16i hoan toan ding,
nhing yéu cau ctia giam khao phai la “tap hogp tdt cd cac diém cach déu mot diém cho tredc”.
O mot 1an khac thi cau tra 15i van cho cau héi d6 lai bi cho 1a khong diing bai vi thi sinh da
khong dat diéu kién khodng cach phai khac khong. Khi dwgc héi vé cac nghiém cua mot
phuong trinh, cau trd 16i “1 va 2” bi tuyén bd la sai, cau tra 16i ding theo y cia giam khao phai
1a “1 hodc 2”. (O mot dip khac, cling giam khao &y lai néi véi thi sinh khac diéu hoan toan

nguoc lai, titc 1a néi “1 hoac 2” bi xem nhw 1a khéng diing.)

Nhung hay trd lai véi bai thi cta toi. Mot gio rudi nita da troi qua
va roi mot trong hai vi giam khao néi:
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“Thoi dwgc roi, phan tra 10i cac cau héi coi nhw da xong. Pay la
bai todn ma chiing t6i mudn cau giai.”

Bai toan ma 6ng ta dwa cho toi kha la kho. Loi giai doi hoi phai st
dung dén Nguyén ly Sturm khong dugc hoc ¢ trwong pho thong. Tuy
nhién, toi da biét vé no tir cac khoa hoc ham thy, do vay toi c6 thé giai
dwgc bai toan d6. Va trong khi t6i dang thwe hién nhitng tinh toan cudi
cung, thi vi giam khao quay tro lai.

“Cau da lam xong chwa?”

“Gan xong roi a.”

Ong ta nhin vao gidy nhap cta tdi va qua that thay 101 giai caa toi
la chinh xac, va rang t6i chi con dang hoan tat not nhitng tinh toan cudi
cung.

“Thoi,” 6ng ta nobi, “dé t6i giao cho cau mot bai toan khac.”

That la lung, bai thi hai lai khé gap doi bai thi nhat. T6i van cé
thé gidi duwgc n6, nhung mot lan nita vi giam khao lai dot ngot ngan toi
gitta chung.

“Van chua xong ha?” ong ta héi, “tht lam bai nay nita xem.”

Néu day la mét tran dam bdc, v6i mot trong hai vo si bi don vao
goc vii dai, mat mii dinh ddy mau me, dang c6 gang mot cach tuyét
vong dé ditng vitng tredc nhitng ci dam t6i tdp giang xudng nguoi
minh (ma rat nhiéu nhitng ci dé danh duwéi that luwng, c6 18 t6i nén thém
vao nhu thé), thi bai toan nay sé twong duong vdi don chi mang, don
két lieu. Bai toan cua toi thoat trong thi c6 vé tam thwong: cho mat
dwong tron va hai diém trén mat phang nam ngoai duwdng tron, hay
duwng mot duwong tron di qua hai diém do va tiép xuic véi duong tron da
cho.

Nhung 10i gidi thi thyc ra lai kha phic tap. Ngay ca mot chuyén
gia toan hoc cling chwa chac da gidi ngay dugc n6. Ban phdi st dung
mot meo goi la phép nghich dao hay lam theo mot cach dung hinh kha
phtc tap. Chang phwong phap nao dugc day & treong pho thong ca, va
do vay mot bai toan nhw thé phai khong dugce phép ra ¢ ky thi nay.
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T6i da biét vé phép nghich ddo, va nhan ra rang minh cé thé 4p
dung n6 & day. T6i bat dau lam bai, nhung chi vai phit sau, nhitng
nguoi tham van da trd lai va ngoi ké bén t6i. Mot ngudi noi:

“Cau biét day, toi vira mdi néi chuyén véi phé chu tich hoi dong
thi vé trudng hop ctia cau. Ong &y da héi tai sao ching t6i lai phi pham
thoi gian cia minh nhw thé... Hay xem nay,” ong ta kéo ra mdt biéu
mau nhin c6 vé chinh thitc v6i mot nhan xét ghi nguéch ngoac trén do -
day 1a 1an dau tién t6i nhin thdy mot biéu mau nhu thé. “O cau hoi dau
tien caa bai thi, cau khong dwa ra dwgc cau tra 10i hoan chinh, tham chi
con khong biét dinh nghia cia mot dwong tron. Do vay ching to6i phai
cho mot diém trit. O cau héi thit hai, kién thitc ctia cau ciing khong
vitng, nhung tam chdp nhan duwoc, ching t6i cho cau thém mdot diém
trir. Vay la cau khong giai hoan thién bai toan thit nhat, va khong giai
dugc bai toan thit hai. Con vé bai toan thit ba? Cau ciing van chwa giai
duwgc. Thay khong, ching t6i khong con lwa chon nao khac la danh
trugt cau.”

T6i nhin dong ho. Pa hon bén gid tréi qua ké tw khi bai thi bat
dau. T6i hoan toan kiét strc.

“Em c6 thé xem bai thi viét cia minh khéng?”

Nguwoi dan 6ng con lai budce trd 1én t6i chiéc ban chinh va mang
lai bai thi cta t6i. Ong ta dit n6 trudc mit tdi. Va tdi gié ting trang.
T6i c6 cam giac nhur minh dang ¢ trong mot bo phim siéu thyc. Moi
dap an déu chinh xac, cac 1oi gidi cling vay. Nhung c6 rat nhiéu 10i
nhan xét. Chung déu duwgc viét bang but chi - chac dé ho c6 thé dé dang
tdy x0a di, t6i doan thé - nhung tat thdy déu nuwc cuwdi, nhw c6 ai do
dang giéu cgt to6i vay. Mot trong s6 nhitng nhan xét dé van con han sau
trong tam tri t6i: trong qud trinh tinh todn téi viét “vV8>2”. Va c6 mot
10i nhan xét ghi canh d6: chwa chitng minh. That sao? Nhitng 16i nhan
xét khac cling chang kha hon. Va ho da cho t6i diém mdy, déi v&i nam
bai toan ma t6i da gidi, vdi tat ca cac dap an déu dung? Khong phai 5,
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khong phai 4. Ma la mot diém 3, twong duwong véi diem C ¢ My. Ho da
cho t6i diém C v&i mot bai thi nhw vay u?

T6i biét moi chuyén da cham dit. Sé khong c6 cach nao dé t6i
chién dau véi hé théng nay ca. Téi noéi: “Pugc thoi.”

Mot trong hai nguoi dan ong hoi: “Cau sé khong xin phuc khao
chir?”

T6i biét rang c6 mot ban phic khdo. Nhung ho sé lai cho bao
nhiéu diém? Co6 1€ t6i sé nang duwgc diém & bai thi viét tiv 3 1én 4, nhung
két qua phiic khao & bai thi van dap sé khé khan hon nhiéu: toi sé nhan
dugc nhitng 101 1€ chong lai téi. Va ngay ca néu t6i c6 thé nang diém
trén 3, vay thi sao? van con hai bai thi nita dé ho c6 thé tiép tuc danh
truegt toi.

Va day la nhitng gi George G. Szpiro da viét trong to Notices:

Tham chi néu mot thi sinh, that kho tin, da vuegt qua ca hai bai thi viét va van dap, thi sinh dy
cling c6 thé bj danh trugt trong bai lam van vé van hoc Nga véi cum tir nhan xét quen thudc
“cht dé chwa duwge dao sau day da”. V6i nhitng ngoai 1€ rat hiém hoi, viéc phic khao dé nang
diém ciing khong c6 chiit co hoi thanh cong nao. May lam thi bai thi bi 1 di, con t6i té nhat la

thi sinh sé bi tritng phat vi to ra “xtic pham cac giam khao”.

MOo6t cau hoi 16n hon 1a: t6i cé thue sw muon budc chan vao mot
treong dai hoc da lam moi thi c6 thé trong pham vi quyén luwc cda
minh dé ngan t6i vao hoc? Toi tra 10i, “Khong. Thiwe ra, em muon rut
lai don xin du thi.”

Mat ho birng sang. Khong phtic khao c6 nghia la sé bét rac roi cho
ho, va bét nguy co chudc 1y phién ha.

“Pung day,” ngudi dan 6ng nhé con cat tiéng, “Toi sé dwa lai ho
so cho cau ngay day.”

Chung t6i buwdc ra khoi phong va di vao thang may. Canh ctra
dong lai. Chi c6 hai ching toi trong thang may. Vi giam khao ro rang
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dang c6 tam trang t6t. Ong ta n6i, “Cau da 1am bai rét t6t. Mot man thé
hién rat an twgng. T6i rat ban khoan mudn hoi cau: cau c6 hoc chuyén
toan khong?”

“Em 16n 1én trong mot khu phé nho; chd ching em khong cé
treong chuyeén toan.”

“That sao? C6 1é cha me cau la nhitng nha toan hoc chang?”
“Khong, ho la ky suw.”

“Thu vi lam sao... Pay la lan dau tién t6i dwgc thay mot hoc sinh
gioi nhv vay ma lai khong hoc chuyeén toan.”

T6i khong thé tin vao nhitng diéu ma 6ng ta n6i. Nguwoi dan ong
nay mdi danh trugt t6i sau mot bai thi hét sirc thiéu cong bang, day tinh
ky thi, man tra tdn tan nhan kéo dai tdi gan nam gio dong ho. Tat ca
nhitng gi toi biét la 6ng ta da giét chét gidc mo trd thanh mdt nha toan
hoc cta t6i. Mot cau hoc sinh mwoi sau tudi, ma 16i Iam duy nhat chi do
xuat than tr mot gia dinh Do Thai... Thé ma gio day nguwdi dan ong
nay lai dang khen nggi toi va hy vong t0i sé cdi m@ vii ong ta sao?!

Nhung toi c6 thé lam gi bay gio? Hét vao tai hay dam vao mat ong
ta? Toi chi ditng d6, im ldng, choang vang. Ong ta tiép tuc: “Hay dé toi
cho cdu mét 16i khuyén. Hay dén hoc & Hoc vién Dau khi Moscow. Ho
c6 mot chuong trinh todn ng dung, cfing kha t6t. O d6 ho sé& nhan
nhitng hoc sinh giéng nhw cau.”

Ctra thang may m@, va mot phtit sau 6ng ta dwa tra t6i mot tap ho
so dang ky dv thi day cOp, v6i mot bé nhitng gidi thwdng va huy
chuwong thoi pho thong bi budc mot cach ky la & bén ngoai.

“Chtc cdu may man,” 6ng ta bdo, nhung t6i da qua kiét sirc nén
chang buén dap lai. U6éc mong duy nhat cua t6i khi ay la bién ngay
khoi cai noi quai quy do.

Lat sau, toi ra dugc bén ngoai, trén bac thém khong 16 ctia tdoa nha do
so truong MGU. Toi lai dugc hit the khi troi mua he mat mé va nghe
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thay nhitng am thanh ctia thanh ph6 16n vong téi tir mot chén xa x6i.
Troi dang t6i dan va quanh t6i gan nhw chang cé ai. Nhung t6i ngay l1ap
ti’c nhan ra cha me minh, trong su6t thdi gian ho da sot rudt ding doi
toi trén bac thém nay. Chi nhin qua guwong mat t6i va tap ho so toi dang
cam trén tay, ho da hiéu ngay nhitng gi da xdy ra & trong.

© P06 1a mot ndm truede khi Gorbachev 1én ndm quyén ¢ Lién X0,
va mot vai nam trudce khi ong thi hanh chinh sach perestroika cua minh.
Ché do Xo viét toan tri vao nam 1984, vé nhiéu phwong dién, la mot
ban sao day am anh ctia cuén sach dam chat tién tri cia George Orwell.
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Chuong 4
KEROSINKA

Bém d6, sau khi két thiic bugi thi, cha me va t6i tré vé nha kha
mudn. Ching t6i van chwa hét soc, va khong tin vao nhitng gi da xay
ra.

Pay la mot trdi nghiém rat dau buon cho cé cha va me t6i. To6i
luén gan giii vdi ho, va ho luon trao cho t6i tinh yéu thuwong cung sw
ung ho vo diéu kién. Ho khong hé ép budc t6i phai hoc cham chi hon
hay chon mot nghé nghiép cu thé nao, ma chi dong vién t6i theo dudi
niém dam mé cua minh. Va di nhién la ho ty hao vé nhitng thanh tich
cta t6i. Ca hai nguwdi da bi choang vang truvdc nhitng gi dién ra trong
bubi thi cda toi, vi tinh bat cong ctia n6 va vi ho khong thé lam gi dé
bdo vé con trai.

Ba muoi nam treéc, nam 1954, wéc mo cua cha toi la tré thanh
mot nha vat 1y ly thuyét ciing da bi v& tan tanh mot cach tan nhan nhw
vay, nhung bdi mot 1y do khac. Gidng nhw hang triéu ngudi dan vo toi,
cha cda ong, tirc 6ng noi toi, la nan nhan cua sy khing bo ti Stalin.
Ong bi bt ndm 1948 vi bi vu cdo c6 4m muu lam nd tung mot nha may
0 t0 16n & Gorky (bay gio la Nizhny Novgorod), noi 6ng lam truéng
phong cung tng ¢ d6. “Bang chitng” duy nhat trong ban cdo trang la
vao thoi diém bj bit 6ng ¢ s& hitu mot bao diém. Ong bi dwa di lao
dong kho sai @ mot mé than phia bac nwdc Nga, mot phan cua quan dao
Gulag ma Alexander Solzhenitsyn va nhitng nha van khac da moé ta lai
hét sitc séng dong nhiéu nim sau nay. Ong da bi coi 1a “ké thu ctia nhan
dan” va cha t6i han nhién la “con ké thu cia nhan dan”.
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Cha t6i da bi ép phai viét diéu nay trong don xin dv thi vao khoa
Vat ly ctia Pai hoc Gorky. Tham chi t6t nghiép pho thong vd&i bang
xuat sac, va 1é ra duoc vao thang, nhung 6ng van bi tregt & vong phong
van, ma muc dich duy nhat cia n6 la loai boé ngwoi than caa “cac ké thu
cta nhan dan”. Thé 1a cha t6i budc phai vao hoc & mot treong ky thuat.
(Giéng nhw nhiéu tu nhan khac, 6ng noi t6i dwgc phuc hoéi quyén cong
dan va tra ty do theo sac 1énh nam 1956 cua Nikita Khruschev, nhung
khi dé 1a qua muon dé 1ay lai sw cong bang.)

Va bay gio, ba muoi nam sau, con trai ctia ong lai phai trai qua
mot trai nghiém twong tu.

Nhung ching t6i khong co thoi gian dé ngoi than van. Chung toi
phai nhanh chéng quyét dinh sé lam gi tiép theo, va cau héi dau tién la
toi nén nop don thi tiép vao tredng nao. Tat ca cac treong déu t6 chirc
ky thi tuyén cung mot lic, trong thang 8, titc la hon hai tuan sau dé, va
toi sé chi dwgc chon mot truong thoi.

Sdng hom sau, cha t6i ddy sém va quay tré lai Moscow. Ong
nghiém tuc lam theo 16i khuyén cta vi giam khao ¢ MGU. C6 vé nhu
vi dy co gang giup t0i, c6 1€ vay, nhw la cach dén bu phan nao cho su
bat cong ma ong ta da gay ra. Do vay khi dén Moscow, cha toi t6i thang
van phong tuyén sinh cta Hoc vién Dau khi“. Bang cach nao do, cha
toi tim dwgc nguwdi san sang noéi chuyén riéng vai 6ng dé trinh bay vé
tinh thé cua t6i. Nguoi dé noi rang 6ng ta da biét vé sy ky thi ngudi Do
Théi & MGU nhung chuyén ay khong xay ra & Hoc vién Dau khi. Ong
ta cling néi rang trinh do cda cac thi sinh thi vao chwong trinh toan ng
dung cua ho kha cao, vi rat nhiéu thi sinh nhw t6i, nhitng nguoi khong
duge nhan vao MGU. Ky thi tuyén sé khong hé dé dang. Nhung 6ng dy
c6 néi thém rang “néu con trai 6ng thyc sy thong minh nhw 6ng noi,
cdu dy sé dugce nhan. Khong c6 chuyén phan biét déi xtr vdi ngudi Do
Thai trong ky thi tuyén vao tredng nay”.

“Madc du vay, téi van c6 diéu phai canh bao 6ng,” 6ng ta néi & cudi
cudc tro chuyén, “Chuong trinh sau dai hoc dwgc diéu hanh béi nhitng
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nguoi khac, va toi e rang con trai ong cé thé sé khong duwgc nhan hoc
sau dai hoc.”

Nhung do la chuyén cua nam nam tdi, con qua xa xoi.

Cha t6i dén mot s6 treong khac & Moscow cé chwong trinh toan
ung dung nhung khong ¢ dau ong nhan dugc thai do trng x& nhw & Hoc
vién Dau khi. Do vay, t6i hém doé khi tré vé nha va thong bao tin tirc
mdi, ching t6i ngay 13p tirc quyét dinh rang toi sé thi vao Hoc vién Dau
khi, va theo chvong trinh toan hoc ng dung cua ho.

Hoc vién nay la mot trong s6 hang ta treong & Moscow dao tao ky
st cho nhiéu nganh cong nghiép khac nhau, nhw Hoc vién Luyén kim
va Hoc vién Ky thuat duong sat (& Lién X0, rat nhiéu truong dai hoc
dugc goi la “Hoc vién”). Ké tir cudi thap nién 1960, viéc ky thi nguwoi
Do Thai § MGU da “tao ra mét thi trong cung cap, noi dao tao toan
hoc cho cac hoc sinh Do Thai,” Mark Saul viét trong bai bado ctia minh.
Hoc vién Dau khi “bat dau phuc vu thi tredng nay, huéng lgi tir chinh
sach ky thi nguwdi Do Thai cta cac treong dai hoc khac dé chiéu mo cac
hoc sinh c6 chét lwgng cao.” Mark Saul giéi thich:

Biét danh Kerosinka ctia Hoc vién nay da phan anh ca niém ty hao lan sy yém thé [cta ho].
Kerosinka 1a mot loai 10 swdi dung dau hoa, tuy cong nghé thap nhung lai rat hiéu qua trong
diéu kién thiéu thon. Céc sinh vién va hoc vién sau dai hoc ctia Hoc vién nhanh chéng dugc
biét dén dudi céi tén “kerosineshchik”, va ngoi treong da trd thanh thién dwong cho nhitng sinh
vién Do Thai c¢6 niém dam mé toan hoc.

Bang cach nao ma dinh ménh lai chon Kerosinka lam mét kho chifa tai nang 16n nhw thé? That
khong dé tra 16i cau hoi nay. Ching ta biét rang nhiéu hoc vién khac ciing hudng loi tir viéc loai
bé cac thi sinh Do Théi cia MGU. Ching ta cling biét rang viéc thiét dat chinh sach gat bo nay
la mot hanh dong c6 chu y, va c6 1é ban dau n6 cling gap phdi nhitng can trd nhat dinh. Sé de
dang hon cho mot s6 hoc vién néu ho tiép tuc nhan cac sinh vién Do Thai thay vi dwa ra mot
chinh sach méi. Nhung mét khi hién twgng nay phat trién va c6 cd mét lye lwgng céac sinh vién
Do Thai & Kerosinka, tai sao né van dugc dung thit? C6 nhiéu 10i xi xao kin ddo vé mot am

muu cda uy ban an ninh quéc gia (KGB) mudn gidm sat cac sinh vién Do Théi ¢ mot hay hai
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noi. Nhung mot trong nhitng dong luc c6 1€ tich cuc hon la: ban diéu hanh cua hoc vién c6 thé

da thdy mot khoa phat trién t6t va ho lam nhitng gi c6 thé dé duy tri hién twgng dé.

T6i tin rang cau cubi cung thi chinh xac hon. Cha tich (hay Hiéu
tredng, nhuw ong thwong dugce goi) cia Hoc vién Dau khi, Vladimir
Nikolaevich Vinogradov, la mot nha diéu hanh théng minh duwgc biét
dén qua viéc tuyén cac giao su, nhitng nguoi quyét tam déi mdi cong
tac giang day va nghién cttu va qua viéc tich cyc ap dung nhitng cong
nghé mdi trong 16p hoc. Ong ban hanh médt chinh sach quy dinh ring
tat ca cac ky thi (ké ca ky thi tuyén sinh) déu phai thyc hién & dang thi
viét. DI nhién, van c6 co hoi lam dung ngay ca trong cac bai thi viét
(nhw treong hop cta toi trong bai thi viet § MGU), nhung chinh sach
nay sé ngan chan kiéu danh trugt nhw da tirng xay ra ¢ bai thi van dap
ctha toi. Toi sé khong ngac nhién néu dé la quyét dinh ca nhan cta
Vinogradov nham ngan chan sy ky thi cac thi sinh Do Thai, va néu qua
nhu vay, thi né phai doi hoi ¢ 6ng su thién chi va co6 1€ ca long can dam
ntra.

bung nhv du doan, dwong nhw khong hé co su ky thi & cac bai thi
tuyén. T6i da dwgc nhan sau khi bai thi dau tién (thi viét mén toan) ctia
toi dat diém 5, titc la diém A (thi sinh dwgc huy chwong vang sé duoc
nhan vao ngay lap titc néu ho dat diém A & bai thi dau tién). Mot diéu
bat ngo 1a, diém A d6 dén véi toi that khong dé dang béi vi hinh nhw
mot 10i gidi nao do cua t6i da bi nhap lieu khong chinh xac vao hé
thong cham diém ty dong, va hé qua la diém so6 ban dau toi chi la 4, tic
la diém B. T6i da phai trdi qua qua trinh phic khéo, ttc 1a phai xép
hang chg doi trong nhiéu gio, vgi tat ca nhitng suy tw toi té nhat luan
quan trong dau. Nhung ngay khi td6i buwdc vao va néi chuyén véi hoi
dong phuc khao, thi sai lam dugc tim thay va khac phuc nhanh chéng,
10i xin 16i da dwgc dwa ra va cau chuyén truyén ky vé ky thi tuyén cta
toi da dén hoi khép lai.
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Ngay 1 thang 9 nam 1984, nam hoc mdi bat dau va tdi gap cac ban
cung 16p mai. Chi c6 nam muoi sinh vién dwgce nhan vao chvong trinh
nay moi nam (doi lai, & Mekh-Mat con s6 nay lén t&i gan 500). Rat
nhiéu trong s6 ho cling ti'ng c6é nhitng trdi nghiém giong nhuw t6i. Ho la
nhitng nguwoi thudc so6 cac sinh vién toan thong minh nhat, tai nang
nhat.

Trir t6i va mot sinh vién khac tén la Misha Smolyak dén tw
Kishinev, nguoi trd thanh ban cung phong ky tic véi toi, con thi moi
nguwoi déu dén tir Moscow. Nhitng nguwdi song ngoai Moscow c6 thé
nop don dv thi vao day chi khi t6t nghiép pho thong véi mot huy
chuwong vang, that may man la toi c6 né.

Rét nhiéu ban cung khoéa véi téi titng hoc & nhitng truong phd
thong tot nhat Moscow cé cac 16p chuyén .toan: do la cac trudong sb 57,
179, 91 va 2. Mot s6 trong do sau nay da trd thanh cac chuyén gia toan
hoc va hién dang la gido su cia nhitng treong dai hoc tét nhat trén thé
gidi. Chi & 16p t6i thoi, da c6 vai nha toan hoc gioi nhat & thé hé ching
toi: Pasha Etingof, dang la giao sv & MIT; Dima Kleinbock, giao suv &
Pai hoc Brandeis; va Misha Finkelberg, gido sw & Dai hoc Kinh té
Moscow. D6 la mot moi trwedng hoc tap rat nang dong.

Toan hoc dwgc day & Kerosinka thudc trinh do cao cap, va nhitng
mon hoc co ban nhw giai tich, gidi tich ham, va dai s6 tuyén tinh dugc
day & mic do chat ché chang kém gi & MGU. Nhung & day khong c6
nhitng mon hoc & cac linh vic khac ctia toan hoc thuan tdy nhw hinh
hoc va topo. Kerosinka chi cung cap chuwong trinh toan hoc &ng dung,
do vay giao trinh cua chung t6i dugc soan huéng tdi nhitng tng dung
cu thé, ma dac biét 1a viéc tham do va san xuat dau khi. Chung t6i ciing
phai hoc mot vai mon mang tinh &ng dung hon nhuw: t6i wu, giai tich s6,
xac sudt va thong ké. Ciling c6 mét phan 16n danh cho khoa hoc may
tinh.

To6i rat mirng vi c6 co hoi dugce tiép xuc vdi nhithg mon toan tng
dung nay. Chung day t6i rang thwc sy khong c6 sw tach biét rach roi
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gitta toan hoc “thuan tiy” va “trng dung”; toan hoc c6 gia tri tng dung
cao lubén dva trén toan hoc thuan tiy cwc phic tap. Nhung mac cho
kinh nghiém nay c6 hitu ich thé nao, t6i van khong thé quén dugc tinh
yéu dich thuc ctia minh. Toi biét rang minh phai tim cach dé hoc cac
mon toan thuan tiy khong dugc day ¢ Kerosinka.

Giai phap da ty xuat hién khi t6i trd thanh ban v&i nhitng sinh vién
khac, bao gom ca nhitng sinh vién da tirng hoc tai nhitng treong chuyén
toan uy tin & Moscow. Chuing t6i ké cho nhau nghe chuyén cta minh.
Céc sinh vién la nguwdi Do Thai (theo chuan ma t6i da ké & trén) ciling
trirgt ky thi tuyén sinh, trirgt mot cach tan nhan nhu toi, trong khi tat ca
nhitng ban cung 16p cua ho da dugc nhan vao MGU ma khong gap kho
khan gi. Thong qua nhitng sinh vién ay, ho dwoc biét nhitng gi dién ra &
Mekh-Mat, nhitng mon hoc nao hay, cac bai giang dién ra & dau va khi
nao. Vay la ngay tuan th hai & Kerosinka, mot ban cung 16p (t6i nghi
rang d6 la Dima Kleinbock) da dén noi véi t6i: “Nay, ching t& dang
dinh dén nghe bai gidng cta Kirillov 8 MGU. Cau c6 mu6n di cung
khong?”

Kirillov 1a mot nha toan hoc noi tiéng, va di nhién la t6i mudn
nghe cac bai gidng cta 6ng. Nhung t6i khong thé twdng twgng ndi lam
sao ma diéu do6 lai xay ra duwgc. Toa nha 16n cia MGU dugc canh sat
bao vé nghiém ngat. Mudn vao thi ban phai c6 mét thé dac biét.

“Pirng lo,” cau dy noi, “ching ta sé leo qua twong rao.”

Nghe that nguy hiém nhwng day kich thich, do vay t6i dap, “Chac
chan ré6i.”

Twong rao bén ngoai cna toa nha kha cao, dé tdi tam sau mét, nhung &
mot cho c6 thanh kim loai da bi bé cong, va cé thé chui vao dugc.
Nhung sau do thi sao? Chung toi budce vao toa nha tr ctira ngach sau khi
di doc vai hanh lang dai dang dac dan t&i nha bép. Tt d6, qua nha bép,
co gang tranh su chud y ctia cac nhan vién lam viéc & do, chung t6i di
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qua cang tin, r6i t¢i ctra chinh. Bi thang may 1én tang 14, 1a t6i giang
duong.

Alexander Alexandrovich Kirillov (hay San Sanych, nhw 6ng van
thwong dugc goi mot cach triu mén) la mét gidng vién cé strc 16i cudn
dac biét, va la mot nhan cach 16n, nhv t6i dwgc biét kha rd nhiéu nam
sau nay. To6i nghi 6ng dang day mdt gido trinh chuan vé ly thuyét biéu
dién cho sinh vién dai hoc dwa theo cudn sach néi tiéng ctia minh. Ong
dong thoi con chu tri mot seminar cho cac sinh vién sau dai hoc, ma
chung t6i cling tham gia.

Chung toi vao do trot lot 1a nho sy nhan hau caa Kirillov. Con trai
ong, Shurik (bay gio la gido su tai Pai hoc Stony Brook) da tirng theo
hoc & treong chuyén toan s6 179, cung v6i Dima Kleinbock va Syoma
Hawkin la cac ban cung 16p cua t6i. Khoi phai néi, San Sanych da biét
qua r6 veé tinh hinh tuyén sinh & MGU. Nhiéu nam sau nay, 6ng néi vdi
toi rang 6ng khong thé can thiép gi vao viéc d6 dugc - ngudi ta khong
cho 6ng lai vang t6i gan Ban tuyén sinh, con nhitng ngudi lam viéc &
dé hau hét déu la nhitng can bo dang vién. Do vay tat ca nhitng gi ong
c6 thé lam la dé ching t6i 1én vao 16p hoc cia ong.

Kirillov lam t4t ca nhitng gi c6 thé dé cac sinh vién tit Kerosinka
dén nghe bai gidng ctia 6ng cam thdy dwgc chao don. Mét trong nhitng
ky niém dang nh@ nhat cta to6i trong nam thit nhat doi sinh vién la dugc
dén dy nhitng bai giang va toa dam sinh dong cua 6ng. To6i cling dy
mot budi toa dam t6 chitc bdi Alexander Rudakov, d6 cling la mot trai
nghiém rat tuyét voi.

Trong thoi gian & Kerosinka, t6i cling hoc tat ca nhitng gi vé toan
ma toi c6 thé hoc dwoc. To6i song trong ky tic nhing moi cudi tuan toi
déu vé nha, va van gip Evgeny Evgenievich vai tuin mot lan. Ong
khuyén t6i nén doc nhitng cudn sach nao, con t6i thong bao cho 6ng
tién by ctia minh. Nhung t6i nhanh chéng dat tdi trinh do ma dé duy tri
st tién b va dong lyc véi toan hoc, toi can phai c6 mot nguwdi huwdng
dan, ngwoi ma toi c6 thé gap thwong xuyén hon khong phai chi dé hoc
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héi ma con dé nhan céac dé tai nghién ctitu. Nhwng do t6i khong & Mekh-
Mat, nén t6i khong thé tan dung loi thé tir nguon lwc khéng 16 ma no
cung cap. Va lai, tdi qua nhit nhat dé dén gap ai d6 nhuw A. A. Kirillov
va xin ong huwéng dan riéng, hay giao cho mot dé tai dé lam. T6i cam
thdy minh nhv mét ké ngoai cudc. Cho t¢i mua xuan nam 1986 (nam
thit hai & Kerosinka), sy tw man va tri tré bat dau xuat hién. V§i tat ca
nhitng lgi thé va may man déu khong thudc vé minh, t6i bat dau hoai
nghi kha nang hién thuc héa gidc mo tré thanh mot nha toan hoc.

@ ( thoi diém dé né duge bidt dén dudi cai tén Hoc vién Cong
nghiép Héa dau va Khi Gubkin (theo tén B0 trwdng ky curu cia B6 Dau
khi Lién X0, I.M. Gubkin). Sau khi t6i trd thanh sinh vién & day, no
duwgc doi tén thanh Hoc vién Dau khi Gubkin, va sau nay la Pai hoc
Dau khi Gubkin.
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Chuong 5
NHUONG MANH MOI CUA LOI GIAI

Téi bat dau cdm thay tuyét vong thi mot hom trong gio nghi giai lao
gitta budi hoc & Kerosinka, mot trong nhitng gido sw toan hoc ma toi
kinh trong nhat la Alexander Nikolaevich Varchenko t&i gap t6i & hanh
lang. Varchenko von la hoc tro cii cuia Vladimir Arnold, mot trong
nhitng nha todn hoc X6 viét hang dau, va ban than Varchenko ciing la
mot nha todn hoc tam cd thé gidi.

“Cau c6 thich nghién citu mot dé tai toan hoc khong?” éng hoi.

“Da c6, di nhién roi thwa thay,” t6i néi, “Nhung dé la loai dé tai
nao a?” nhu thé minh sé vui vé hoan thanh bat ky diéu gi.

“Co6 mot van dé xuat hién trong nghién citu cua t6i, ma t6i nghi né
sé la mot bai toan phu hgp dé giao cho mot sinh vién thong minh nhw
cau. Chuyen gia trong linh vuc nay la Dmitry Borisovich Fuchs.” D6 la
tén nha toan hoc noi tiéng toi titng dwgc nghe danh trwdc day. “Toi da
noi chuyén vdi 6ng ay, va ong dy dong y sé hwéng dan mot sinh vién
nghién cttu vé deé tai nay. Pay la so dién thoai ctia 6ng ay. Hay goi cho
thay Fuchs, va ong 4y sé noéi cho cau biét can phai lam gi.”

Do6i véi mot nha toan hoc giau kinh nghiém nhw Varchenko, thi
viéc gap phai cac van de khong gidi quyét ngay dwoc trong nghién citu
ctia minh la chuyén com bita. Néu van dé Varchenko gdp phdi c6 lién
quan gan giii v6i chwong trinh 6ng dang nghién ctru, thi 6ng sé co tw
gidi quyét n6. Nhung khong mdot nha toan hoc nao lai tw minh lam hét
tat cd moi viéc dugc, do vay ho thuwong giao nhitng van dé nan gidi ay
(thwong thi do 1a nhitng van dé ma ho cho la don gian hon so véi dé tai
nghién cttu) cho cac sinh vién. D6i khi van dé ay c6 thé nam ngoai moi
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quan tam truc tiép cda cac gido sw, nhung ho lai thay t0 mo muon biét
vé nd, nhu truong hgp cua t6i. D6 1a ly do Varchenko nho Fuchs, mot
chuyén gia trong linh virc nay, hwéng dan t6i. Xét cho cung, thi day la
mot “giao dich” dién hinh trong moi quan hé xa hoi cua thé gigi toan
hoc.

biéu bat thuwong trong chuyén nay do6 la Fuchs khong chinh thic
lién két gidng day véi bat ky truong dai hoc nao. Nhung trong nhiéu
nam, Fuchs, cung nhiéu nha toan hoc dinh cao khac, da c6 gang lam
nhe bét anh huwdng caa sy phan biét chung toc vdi cac sinh vién Do
Thai bang cach gidng day riéng cho nhitng ngudi tré tai nang, nhitng
nguoi bi tir ch6i nhan vao MGU.

Nhw mét phan trong nhitng noé Iyc dy, Fuchs tham gia vao hoi ma
sau nay dugc biét dén duédi cai tén “Pai hoc Nhan dan Do Thai”, mot
treong budi téi khong chinh thitc, noi 6ng va cac dong nghiép giang
day cho cac sinh vién. Mot vai bai giang trong s6 dé duwoc to chitc @
Kerosinka, mdc du ching dién ra tridc khi toi vao treong.

Trudng ay dugc Bella Muchnik Subbotovskaya, mot nguwdi phu ni
diing cam ding ra td chitc, ba chinh la trai tim va linh hon ctia né. That
khong may, KGB da biét dugc, va canh bao rang co6 su tu tap trai phép
ctia mot dam déng Do Thai. Cubi cung, ba bi goi t6i KGB dé tham van.
Chang bao lau sau bu6i tham van do, ba bi xe tdi dam chét, trong mot
boi canh rat dang ngo, khién cho nhiéu ngwdi nghi ngo rang thuc té do
la mot vu giét ngwdi mau lanh®2, Khong c6 ba cheo lai, truong budi toi
ay da tan v@.

T6i dén Kerosinka hai nam sau khi nhitng chu6i bi kich ay xay ra.
Madc du ngoi treong budi téi khong con ton tai nita, nhirng van con mot
mang lwdi nho nhitng nha toan hoc chuyén nghiép, ca nhan ho, muén
giup d& nhitng sinh vién khong may man bi ruéng bo nhw t6i. Ho tim
kiém nhitng sinh vién c6 tw chat sang gia roi trao cho ho 10i khuyén,
dong vién, va doi véi mot vai treong hgp, chinh thite tw van va huéng
dan. Pay la 1y do ma Varchenko giao bai toan ay cho t6i, mot sinh vién
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¢ Kerosinka, chit khong phdi & Mekh-Mat, noi ma, qua nhitng moi
quan hé cia minh, 6ng c6 thé dé dang tim dwgc mot sinh vién nhw thé.
Diéu nay ciing giai thich tai sao Fuchs san sang danh thdi gian riéng
ctia minh dé huwéng dan toi.

Va toi rat murng vi 6ng da nhan 16i. Gio nghi lai, to6i nhan ra rang
néu khéng c6 sy tir té€ va hao hiép cta Fuchs, t6i khong bao gid co thé
tré thanh mot nha toan hoc. T6i da hoc toan ¢ Kerosinka, va ngoi nghe
giang & MGU, nhung chi nhw thé thoi thi van khong da. Thuc t€, hau
nhu cac sinh vién déu khoéng thé lam nghién citu néu khong co6 ai
hwéng dan. Viéc c6 mot nguwdi hwdng dan la vo ciing quan trong.

Dau vay, & thoi diém do, tat ca nhitng gi t6i biét la minh c6 trong
tay so dién thoai cia Fuchs, mot nha toan hoc noi tiéng, va toi sap bat
dau mot dy an dwdi sy hwéng dan ctia 6ng. That khong thé tin noi! To6i
khong biét roi moi chuyén sé két thiic thé nao, nhung t6i c6 thé nhan
thdy ngay rang mot diéu 16n lao da xay ra.

T6i dé, 1ay hét can dam, t6i goi cho Fuchs tir mot tram dién thoai
cong cong va noi voi ong toi la ai.

“Phai, t6i biét,” Fuchs noi, “T6i phai giao mdt bai bdo cho cau

»

doc.

Chung t6i gap nhau vao ngay hom sau. Fuchs c6 vé ngoai ctia mot
nguoi khong 16, khong hé giéng véi nhitng gi t6i twdng twong. Ong cd
vé rat nghiém tic va thuc dung.

“Pay,” ong ndi va trao cho t6i mot ban cua bai bao, “hdy co doc
bai bao nay, va ngay khi thay ti* nao ma cdu khong hiéu, hay goi cho
t0i.”

T6i cam thidy nhw 6ng vira trao cho minh chiéc Chén Thanh vay.
Pay la mot bai bao, dai mwdoi hai trang, ma 6ng da viét vai nam
trwdc, vé cha dé “cdc nhém bén”. Ngay t6i hom do, toi bat dau doc né.

Ba nam trudc, qua trinh hoc véi Evgeny Evgenievich cung véi
viéc ty hoc cua t6i da khéng vo6 ich. Toi khong chi hiéu ting tir trong
bai bdo, ma con hiéu ca noi dung cia né. Vi vay, t6i quyét dinh sé ty
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minh doc toan bd bai bdo dé. Pay la van dé cua long kiéu hanh. T6i
con twdng twong xem Fuchs sé c6 an twong thé nao néu t6i n6i minh da
tw hiéu duwgc moi thi.

Trudc day toi ting nghe néi vé cac “nhém bén”. Chuing la cac vi
du tuyét voi vé nhom, mot khai niém ma ching ta thao luan trong
chwong 2. Evgeny Evgenievich da dung khai niém nay dé nghién ciu
cac doi xing, va do vay cac phan ti* cia caic nhém ma chiing ta xem xét
la nhitng d6i xitng cda doi twgng nao dé. Chang han, nhém dudng tron
bao gém cac doi xirng ctia mot chiéc ban tron (hay cua bat ky mot doi
twgng tron nao khac), va nhom bon phép quay la nhém cac doéi xing
ctia mot chiéc ban vudng (hay caa bat ky vat hinh vuéng nao khac).
Mot khi da biét khai niém “nhém”, ching ta c6 thé tim kiém cac vi du
khac. Hoa ra lai c6 nhiéu vi du vé nhdm ma khéng lién quan gi tGi doi
xing ca, va do la dong lyc dé toi gidi thiéu khai niém nhém ngay tw
ban dau. Pay thyc sy la mot chuyén dién hinh. Viéc sang tao ra mot
khai niém todn hoc c6 thé dwge xudt phat tir nhitng van dé hay hién
twgng trong mot linh viee toan hoc (hay vat ly, ky thuat, v.v.), roi sau dé
no lai c6 thé hitu ich va phu hgp véi nhitng linh vire khac.

Thyc t€ thi rat nhiéu nhom khéng bat nguon tr nhitng doi xing.
Va cac nhom bén la nhitng nhom nhuw vay.

T6i con chwa biét nhitng ng dung thuc té cia cdc nhoém bén trong
nhitng linh virc nhw mat ma, tinh toan lwgng t¥ va sinh hoc, diéu ta sé
ndi téi sau nay. Nhung toi bi mé hodc bdi vé dep thién bam ctra nhitng
khai niém toan hoc tritu twgng ay.

C6 mot nhom bén cho moi s6 tw nhién n = 1,2,... Chung ta c6 thé
stt dung nhitng con s6 nay dé dat tén cho moi nhém. Mot cach tong
quat, chung ta goi chung la B, do vay v6i n = 1 ta c6 nhom goi la B,
vOin = 2, ta c6 nhom goi la B, v.v.

Pé md td nhém B, ching ta treedc tién phdi mo ta cac phan t ctia
n6, nhw da lam véi nhém cac phép quay ctia chiéc ban tron va vuong.
Cac phan tr cia nhém B, duoc goi la cac bén véi n sgi, nhe duge vé
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trong hinh dwé6i day, vi n = 5. Hay twéng twong hai tdm citng trong
suot, moi tdim c6 nam chiéc dinh, v6i mot sgi day n6i moi dinh & tam
nay téi mot dinh & tdm kia. B@i vi cac tdm trong sudt nén ching ta co6
thé nhin thay toan thé tirng sgi ddy mot. Moi sgi duwge cho phép quan
quanh sgi khac thé nao ciing dwgc, nhwng khong duge tw quan roi
chinh né. Maéi dinh chi két n6i véi diing mot soi.

Thit tong thé nay - hai tam va nhiéu sgi - tao thanh mot bén don,
giong nhu chiéc xe 6 t6 c6 bon banh, mot dong co, bon canh cita, v.v.
Chung ta khong xét tirng thanh phan dé mot cach riéng ré, ma tap trung
vao ca bén.
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Do 1a cac bén v6i n sgi. Bay gio ching ta phai chi ra rang tat ca
cac bén vGi n sgi tao thanh mot nhom. Diéu nay cé nghia la ching ta
phai mo6 ta cach hgp thanh cta hai bén nhw vay. N6i cach khac, véi moi
cap cac bén vdi n sgi, ching ta phdi tao dwgc mot bén khac véi n soi,
cling giong nhw viéc ap dung hai phép quay lién ti€ép cho ta m6t phép
quay thit ba vay. Va sau do6 chung ta phai kiém tra xem hgp thanh dé c6
théa man nhitng tinh chat liét ké trong chwong 2 hay khong.

Vay thi, gid st rang ching ta c6 hai bén. D€ tao ra mot bén méi tir
do, ching ta dat bén nay 1én trén bén kia, déng thang cac dinh, nhw
trong hinh vé. Sau dé chiing ta bo tdm & gitra di, dong thoi noéi nhitng
sgi & bén trén vdi nhitng sgi & bén dwdi cung gan véi cac dinh da ghép
vGi nhau.

Bén nhan dugc sé cao gap doi, nhung diéu nay khong quan trong.
Chiing ta chi can rat ngan cac sgi va bén thu dugc sé c6 cuing chiéu cao
nhw nhitng bén ban dau, trong khi van bao toan cach cac sgi day di
vong quanh nhau. Thé ddy! Ching ta bat dau véi hai bén, va thu dugc
mot bén madi. Pay chinh la luat hgp thanh cua hai bén trong nhém bén.
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Bé&i vi mot nhém bén khéng bat nguon tir cac doéi xing, nén doi

khi sé t6t hon néu ta khong nghi vé phép toan nay nhu la sy “hgp

thanh” (thuat ngl* tw nhién hon trong treong hop nhom doi xitng), ma
la nhv phép “cong” hay “nhan”, twong ty nhv nhitng phép toan ma

ching ta thyc hién trén cac con s6. Tt quan diém nay, cac bén sé giong
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nhw nhitng con s6 - ching la nhitng con s6 “c6 téc”, néu ban thich nghi
thé.

Cho truwéc hai s6 nguyén, ching ta c6 thé cong ching lai dé thu
duwgc mot s6 mdi. Giong nhw vay, cho tredc hai bén, ching ta c6 thé tao
thanh m&t bén mdi bang quy tac da mo ta & trén. Nén ching ta c6 thé
nghi vé quy tac nay nhw la “phép cong” ctia hai bén.

Bay gio ching ta can kiém tra xem phép cong cac bén nay c6 théa
man tat cad cac tinh chat (hay cac tién dé) ctia mot nhom hay khong.
Pau tién, ching ta can cé phan t¥ don vi. (Trong nhém dwong tron, do
1a diém twong tng v6i phép quay 0 dd.) O day sé 1a bén ma tat ca cac
soi di thang xudng dwéi ma khéng quan quanh sgi nao khac nhw trong
hinh dwéi day. Bay la mot dang bén “tam thwong”, theo nghia la thyc té
chang c6 bén nao thuc sy ton tai dudi dang do, cling giong nhu phép
quay mot géc 0 do thi thue ra la chang quay gi ca.™
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Tiép theo, ching ta phdi tim mot bén la nghich ddo cia mot bén b
cho trudc (trong treong hop nhém duwong tron, do la phép quay cung
mot goc nhung theo chiéu ngwoc lai). Theo dinh nghia phat biéu & trén,
thi néu ta cong bén do6 vdi bén b, ta phai thu dwoc bén don vi.

Bén nghich dédo sé la anh qua phép doéi xitng gwong cua b qua tdim
¢ day cta no6. Néu ching ta cong bén nhan dugc véi bén ban dau, theo
quy tac vira néi & trén, chiing ta c6 thé sap xép lai tat ca cac sgi sao cho
két qua thu duwgc la bén don vi.

O day t6i can nhan manh mot diém quan trong, ma cho t6i tan bay
gig t6i van gidu nhem: ching ta sé khong phan biét cac bén c6 thé thu
dugc tir mot bén khac bang cach 16i cac sgi, kéo cang va rut ngan
ching theo bat ky kiéu nao ma ta mudn, néu nhw khong cat hay gan
ching lai. N6i cach khac, cac sgi van phai dugc gan véi cac dinh, chi
khong dugce di xuyén qua nhau, néu khong chiing ta c6 thé tuy y chinh
stta ching. Hay hinh dung ching ta chi dang stta lai cai bén cho trudc
ma thoi. Khi lam nhuw vay, bén van giit nguyén (chi dep hon thoi!).
Theo nghia dé thi phép cdng cac bén va anh doi xing guwong cua chiing
cho ta bén “giong” nhw bén don vi vay; né khéng han la giong theo
nghia den nhung sé trd thanh nhw thé sau khi ching ta da chinh lai cac
SQi1.=

Gio day, chung ta thay rang cac tién dé cua mot nhom nhuw hop
thanh (hay phép cong), phan ti* don vi va nghich dao - déu dugc thoa
man. Nghia la ching ta da chitng minh dwgc rang cac bén véi n sgi lap
thanh mot nhom.

Pé xem cu thé nhom bén 1a gi, ta hdy cung xem xét ky lwdng hon nhém
don gian nhat: nhém B, cta cac bén véi 2 sgi (nhém B, v&i mot sgi chi
c6 1 phan t, do vay khong c6 gi dé thdo luan thém cad'?). Chuing ta sé
gan cho moi bén nhw vay mot s6 nguyén N. SO0 nguyén ma t6i mudn noi
t6i & day la mot so tw nhién 1, 2, 3...; hodc 0; hodc cac s6 am -1, -2,
-3...
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Trudc tién, ching ta gan s6 0 cho bén don vi. Thit hai, néu sgi bat
dau tir dinh bén trai ¢ tdim bén trén di xuéng nam bén dudi sgi thit hai,
ching ta sé gan cho bén dé s6 1. Con néu n6 di vong quanh sgi kia,
ching ta sé gan cho bén twong ng so 2, ct thé, nhw chi ra trén hinh.

Con néu sgi di tir dinh bén trdi ctia tdm trén nam & phia trén cua

sgi con lai, thi chiing ta sé gan cho bén twong ng so -1, va néu no di
vong quanh sgi kia nhw & hinh bén dwéi, ching ta sé gan cho bén dé s6
-2 va c nhu thé.
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Ta goi s6 gan cho mot bén theo cach nay 1a “s6 chong chéo”. Néu
hai bén c6 cung s6 chong chéo, ching ta c6 thé bién doi bén nay thanh
bén kia bang cach “chinh lai” cac sgi. N6i cach khac, mot bén hoan
toan duwgc xac dinh bdi s6 chong chéo ctia né. Do vay ching ta c6 mot
twong ng 1-1 gitta cac bén hai sgi va cac s6 nguyén.

Sé rat hitu ich néu chu y tdi diéu ma ching ta ludn coi la hién
nhién: ban than tdp cac s6 nguyén ciing la mot nhom! Tic la, ching ta
cling c6 cac phép toan cong, “phan tir don vi” la s6 0, v6i s nguyén N
bat ky, “nghich ddo” cia no6 la - N. Do vay tat ca cac tinh chat ctia mot
nhom duoc liét ké & chwong 2 déu théa man. Thyc vay, ta cO6 N + 0 =
N,vaN+(-N)=0.

Dbiéu ma ching ta vira mdi tim ra d6 la nhéom bén 2 sgi c6 clung
cau tric nhw nhém cac s6 nguyén.2
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Bay gio, trong nhom cac s6 nguyén, tong cda hai s6 nguyén a va b
thi cling giong vai tong 14y theo th ty ngwoc lai:

a+b=b+a.

Dbiéu nay cling xdy ra trong nhom B,. Nhitng nhém théa man tinh
chat nay duwgc goi la nhém “giao hoan”, hay nhém “aben” (dé vinh
danh nha toan hoc Na Uy, Niels Henrik Abel).

Trong mo6t bén véi 3 sgi hay nhiéu hon, cac sgi cé thé quan rdi vao
nhau theo nhitng kiéu phitc tap hon rat nhiéu so véi bén chi c6 2 sgi.
Hinh mau that nit vao nhau khéng con moé ta dugce chi bang s6 chong
chéo (hay xem hinh v6i 5 sgi & trén). Mau hinh xay ra sy chong chéo
cling quan trong. Hon nita, hoa ra phép cong hai bén 3 sgi (hay nhiéu
hon) phu thudc vao thit ty ma n6 duwgc thue hién (titc 1a, bén nao sé dat
0 trén trong hinh mo ta phép cong cac bén). Hay noi cach khac, trong
nhom B vGin = 3, 4, 5... noi chung ta co:

a+b#b +a.

Nhitng nhom nhv vay goi la nhom “khong giao hoan” hay “khong
aben”.

Cac nhém bén c6 rat nhiéu ng dung thue tién quan trong. Chang han,
ching dwoc str dung dé xay dung cac thuat toan mat ma chia khéa cong
khai hiéu qua va chac chan.

Mot huwéng hiva hen khac do la thiét ké cac may tinh lwong ti dua
trén cach sang tao ra cac bén phitc cua nhitng hat luvgng tv dugc biét
dén duéi cdi tén anyon. Quy dao ctia chiing quan quanh nhau, va sy
chong chéo cua chiing dwge st dung dé tao ra cac “cong logic” cua
may tinh lvgng tor.

Cling c6 ca nhitng tng dung trong sinh hoc. Cho treéc mot bén
vdi n sgi, ching ta c6 thé danh s6 cac dinh trén hai tdm ti 1 dén n tw
trai sang phai. Sau dé, ndi dau cua cac sgi gan vdi cac dinh cé cung s6
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trén hai tdm. Viéc nay sé tao thanh cai ma cac nha toan hoc goi la mot
“lién két”: mot sy két hgp cac vong quan quanh nhau.

)

Trong vi du chi ra trén hinh, chi xuat hién mot vong ma tho6i. Cac nha

b ¢

toan hoc goi do la “nut”. Noi chung, sé c6 vai sgi dong (khép kin).

Ly thuyét todn hoc vé cac lién két va cac nat da duwgc st dung
trong sinh hoc: chang han, dé nghién cttu cac lién két gitta ADN va cac
enzym.?! Chung ta coi phan t@ ADN nhu mot sgi, va phan tr enzym
nhw mot sgi khac. Hoa ra khi lién két v@i nhau, giita ching c6 thé nay
sinh cac nat rat khong tam thwong, va diéu do c6 thé lam bién doi
ADN. Bdi vay, cach thitc chiing quan roi lan nhau la rat quan trong.
Thyc té cho thdy nghién ciu toan hoc vé cac lién két d@ m@ ra hiéu biét
m&i vé cac co ché tai té6 hgp ADN.
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Trong toan hoc, cac bén ciling rat quan trong bdi cach dién giai
hinh hoc cua chiing. Bé gidi thich diéu nay, ta hdy xét tat ca nhitng tap
hop kha di cia n diém trén mat phang. Ching ta sé gia st rang cac
diém nay hoan toan phan biét; titc la v6i hai diém bat ky, ching phai
chiém hai vi tri khac nhau trén mat phang. Chon mot trong so cac tap
hgp d6: mét tap hgp n diém trén mot duong thang, cach déu nhau. Hay
coi moi diém nhw mot con rép. Khi chiing ta bat nhac 1én thi nhitng con
rép nay séng day va bat dau di chuyén trén mat phang. Néu ching ta
coi thoi gian la truc thang ding, thi quy dao cia moi con rép sé trong
giong nhw mot sgi day. Néu vi tri cia moi con rép luén khac nhau tai
moi thoi diém - titc 1a ching ta gid dinh rang nhitng con rép nay khong
va cham nhau thi nhitng sgi day twong ng ciing khong bao gio cat
nhau. Khi nhac van dang bat, thi ching c6 thé di vong quanh nhau,
giong nhu cac sgi cia mot bén. Tuy nhién, ching ta yéu cau rang khi
nhac tat sau mot khoang thoi gian c6 dinh, nhitng con rép phai sap
thang hang giong nhw ban dau, nhwng moi con rép dwgc phép dirng &
mot vi tri ma ban dau da bi chiém bai mot con rép khac. Khi dé tap hgp
cac quy dao cua ching sé trong nhw mot bén vdi n soi.

Do vay, cac bén vGi n sgi c6 thé dugc xem nhu la quy dao trong

khong gian cua tap hgp gom n diém phan biét trén mat phang.

Van dé ma Varchenko giao cho toi, va to6i sap bat tay thuwc hién véi
Fuchs, lién quan dén mot phan cia nhém bén goi 1a cac “nhém con
giao hoan t”. NhG rang vdi cac bén 2 sgi, chiing ta dinh nghia dwoc so
chong chéo. Ta cling c6 thé gan mot con s6 twong tw cho mot bén vai
sO soi bat ky.2! Chuing ta sit dung n6 dé dinh nghia nhoém con giao hoan
t B’  cia nhdm bén vdi n sgi. N6 bao gom tat cd cac bén ma tong cac
s0 chong chéo bang khong.2!

Bai todn ma toi phai gidi la tinh toan “s6 Betti” cia nhom B’ .
Nhitng s6 Betti phdn anh cac tinh chat sadu sac ctia nhéom nay, va c6
nhiéu &ng dung quan trong. Hay twdng twong vé mot doi twong vat ly
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twong ty nhw mot ngdi nha chang han. N6 c6 rat nhiéu dac trung: mot
soO la rat hién nhién, nhw s6 cac tang, phong, ctta, ctta so,... va mot so it
hién nhién hon, nhu ti 1€ cac vat liéu dung dé xay dung né. Giéng nhu
vay, mot nhém ciing c6 rat nhiéu dac trung khac nhau, va trong s6 do
c6 nhitng s6 Betti.’® Truwdc d6 Fuchs da tinh toan nhitng s6 Betti ctia
chinh nhém bén B, Ong giao bai bdo ctia minh cho t6i doc dé tdi c6 thé
hoc dwgce nén tang cua cha dé nghién ciru.

Trong vong mot tuan, toi da co thé ty doc hiéu toan bo bai bao cda
Fuchs, thi thodng phai tim hiéu mot s6 khai niém va dinh nghia ma
tredc day t6i chua biét dén trong ti sach todn khi do da kha 16n caa
minh. T6i goi cho Fuchs.

“A, 1a cau d6 ha,” dng noi, “Tdi dang tw hoi 1a tai sao khong thay
cau goi. Cau da doc bai bao chwa?”

“Da em doc roi. Thuc ra la em doc xong r6i a.”

“Poc xong r6i ha?” Fuchs tdé vé ngac nhién. “Vay ching ta phai
gdp nhau thoi. T6i muon xem cau da hoc duwgc nhitng gi.”

Fuchs dé nghi t6i dén gap ong ngay hom sau & MGU, sau mot
buoi seminar ma 6ng tham dy. D€ chuan bi cho buéi gap g, t6i doc di
doc lai bai bao va chuan bi cac kiéu cau hoi ma t6i nghi Fuchs c6 thé sé
héi t6i. Mot nha toan hoc tam ¢ thé gidi nhw Fuchs sé khong nhan hoc
trd méi chi vi thay thwong cadm anh ta. Ong dét ra tiéu chuan rat cao.
T6i hiéu rang budi noéi chuyén dau tién caa t6i v6i Fuchs sé giong nhuw
mot budi “thr giong”, va do la ly do toi cam thay hitng khai khi muon
tao an twgng tot tredc 6ng.

Chung t6i gdp nhau vao gio da hen trudc, di bo doc hanh lang &
Mekh-Mat tim mot chiéc ghé bang noi ca hai sé khong bi lam phién.
Sau khi ng6i xuodng, t6i bat dau néi vGi Fuchs vé nhitng gi minh hoc
dugce tir bai bdo caa 6ng. Ong ling nghe chim chd, va thinh thoang dat
ra vai cau hoi. T6i nghi rang 6ng hai long vé nhitng gi ma minh nghe
duwoc. Ong to md mudn biét tdi dd hoc nhitng kién thic dy tir dau, va toi
ké cho ong nghe viéc hoc cua t6i véi Evgeny Evgenievich, doc sach,

https://thuviensach.vn



r6i dén dy nhitng bai gidng & Mekh-Mat. Tham chi chiing t6i con n6i vé
ky thi @ MGU cua t6i (va di nhién day khong phai la chuyén m6i mé
vGi Fuchs).

That may man, budi gap g& cda ching toi dién ra tot dep. Fuchs
rat an twgng véi kién thic cia tdi. Ong bao tdi da sdn sang dé giai bai
toan cua Varchenko va muon gitp to6i lam diéu do.

T6i cdm thdy rat phan chan sau khi roi MGU t6i hém dé. Vay la
t0i sap bat tay vao thir thach toan hoc dau tién cia minh, dudi sy huéng
dan cta moét trong nhitng nha toan hoc hang dau thé gidi. Chwa day hai
nam troi qua ké tw ky thi cia to6i vao Mekh-Mat. T6i da trd lai véi toan
hoc.
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Chuong 6
NHA TOAN HOC TAP SU

Giéi mot bai toan cling giong nhw gidi mot cau do ghép hinh vay,
chi c6 diéu ban chang biét tredc duwgce bitc tranh hoan thién sé trong
nhw thé nao. N6 c6 thé kho, cling c6 thé dé, hoac ciling c6 thé la khong
gidi dugc. Ban sé khong bao gid biét duwgc cho t6i khi thye sy giai duoc
n6 (hodc nhan ra la n6é khong thé gidi dugc). Tinh bat dinh nay co6 1€ 1a
mot trong nhitng khia canh khé nhat cta viéc tré thanh mdt nha toan
hoc. O nhitng linh viee khac, ban c6 thé ng bién, dwa ra nhitng dap an
khac, tham chi la thay do6i cac luat 1é cta cudc choi. Ngay ca y niém vé
diéu tao nén mot 10i gidi cling chwa duwgc xac dinh r6 rang. Chang han,
néu dugc giao nhiém vu cai thién nang suat ctia mot cong ty, vay ching
ta sé st dung thuwéc do nao dé do lwong sy thanh cong? Liéu sy cai
thién cd 20% co6 dugc tinh la mot giai phap hay chwa? Con 10% thi
sao? Trong toan hoc, mot bai toan luon dwgc xac dinh rd; va khong cé
gi mo ho vé viéc gidi n6 nghia la thé nao. Hodc la ban giai dugc, hoac
la khong.

Vi bai toan ctaa Fuchs, toi phai tinh cac s6 Betti cia cac nhom
B’ . Biéu nay c6 y nghia rat ro rang, khong hé c6 chiit mo ho nao. N6
mang cung mot y nghia v&i nhitng ai da quen vdi ngon nglt cua toan
hoc, hién nay ciing nhu vao nam 1986, khi t6i m@&i bat dau nghién cttu
vé bai todn nay, va mot tram nam sau thi né van cé y nghia nhu theé.

To6i biét rang Fuchs da gidi mot bai toan twong tw, va t6i cling biét
ong da hoan thanh viéc dé nhu thé nao. T6i chuan bi cho nhiém vu nay
bang cach lam viéc vGi nhitng bai toan twong tw da c6 10i gidi. Diéu do
mang lai cho toi truc giac, cac ky nang, va mot bo phvong phap. Nhung
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toi khong thé tién dodn tredc minh sé st dung dwgc phuwong phap nao
trong do, hodc t6i nén ti€p can bai toan theo cach nao hay tham chi liéu
t0i c6 thé gidi n6 ma khong can phdi sang tao ra mot ky thuat vé can
ban la m@&i hoac mot phuwong phap hoan toan khac.

Tinh thé kho x nay thuwong lam tat ca cac nha toan hoc boi r6i.
Hay cung xét mdt trong nhitng bai toan noi tiéng nhat trong toan hoc,
DPinh ly cu6i cung ctia Fermat, dé xem nguwoi ta c6 thé gidi nhw thé nao
khi gdp phai mot bai toan nghe phat biéu thi rat dé nhwng 10i giai thi
chdng hién nhién chit nao. Cé dinh mot s6 ty nhiénn,n =1, 2, 3,... va
xét phvong trinh:

X+y=z

vdi X, y, z 1a cac s6 tw nhién.

Vé6in = 1, ta c6 phuong trinh:

xty=z

mot phuwong trinh chac chan c6 v6 s6 nghiém: chi can lay x, y bat
ky va sau do6 ldy z = x + y. Chud y rang & day chuing ta st dung phép
toan cong cac so ty nhién da thao luan ¢ chvong truéc.

Néu n = 2, ta c6 phuong trinh:

x? + yg = 72
Phuong trinh nay ciing c6 v6 s6 nghiém, chang han:
F+4=5

Tat ca nhitng diéu nay da déu dwgc biét dén tw thoi co dai. Diéu
chwa dugc biét téi lac do 1a phwong trinh nay cé bao nhiéu nghiém vai
n > 2. Nghe thi kha don gian thoi, phai khong? Nhung tra 16i mot cau
héi kiéu nhu thé nay thi kh6 khan c& nao nhi?

Thyc té hoa ra lai khé ra tro. Nam 1637, m6t nha toan hoc nguoi
Phéap la Pierre Fermat da dé lai mot ghi cha trén 16 mét cuén sach co,
rang néu n > 2 thi phwong trinh nay khong c6 nghiém x, y, z 1a s6 tu
nhién nao cd. N6i cach khac, ching ta khong thé tim duwgc ba s6 tw
nhién x, y, z thoa man:
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X+y =7z
va ciling khong thé tim dugc bo ba so6 tu nhién x, y, z thoa man:
X'ty =2z

r6i c? tiép tuc nhw thé.

Fermat viét rang ong da tim thay mot phép chithg minh don gidn
cho ménh dé nay, véi moi n>2, nhung “lé sach nay qua nhé dé cé thé
viét ra phép chitng minh d6”. Rat nhiéu nguwdi, nhiéu nha toan hoc
chuyén nghiép cling nhu nghiép du da coi ghi chu cua Fermat nhv mot
thach thitc va c6 gang tai tao lai phép “chitng minh” ctia 6ng, khién
ménh dé nay trd thanh mot bai toan ndi tiéng nhat trong toan hoc & moi
thoi dai. Nhiéu giadi thwéng dugc dat ra. Hang tram phép chitng minh
dwgc viét ra va cong bo, nhwng r6i chi luén chudc lay thét bai sau do.
Bai todn nay van chwa dugc giai, cho tdi tan 350 nam sau.

Nam 1993, Andrew Wiles, mot nha toan hoc & Pai hoc Princeton,
cong bd phép chitng minh Pinh 1y cubi cung ctia Fermat cuia riéng 6ng.
Nhwng nhin thoang qua thi chitng minh ctia 6ng chang cé gi lién quan
t¢i bai toan ban dau cd. Thay vi chitng minh Dinh 1y cudi cung cta
Fermat, Wiles da gidi bai toan goi la gid thuyét Taniyama-Shimura-
Weil, m6t gia thuyét vé mot cai hoan toan khéc, c6 phat biéu phitc tap
hon rat nhiéu. Nhuwng mét vai nam tredc do, nha toan hoc Ken Ribet &
Pai hoc Berkeley da chitng minh duwgc rang tir ménh dé cua gia thuyét
nay sé suy ra duwgc Binh 1y cudi cung ctia Fermat. Biéu dé giai thich tai
sao phép chitng minh cda gia thuyét ay cling chinh la phép chitng minh
cho Dinh ly cubi cing cia Fermat. Chuing ta sé néi chi tiét hon veé dé tai
nay trong chuwong 8; diém ma t6i mudn chi ra ¢ day dé la mét bai toan
trong twdng nhuw don gian c6 thé khong nhat thiét phai c6 mét 10i giai
so cap. Ngay nay ching ta hiéu rang Fermat c6 thé da khong chitng
minh dwgc bai toan mang tén ong. Toan bo cac nganh toan hoc da dugc
tao ra chi dé lam diéu d6, mot phat trién nhuw vay da 1y di biét bao
cong strc cta nhiéu thé hé cac nha toan hoc.
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Nhung liéu ching ta c6 thé tién doan tat ca nhitng diéu do, ma chi

can ct¥ vao mot phuong trinh gian di nhw thé nay chang?
X+y =z
Khong thé nao!

Vi bat ky mot bai toan nao, ban sé khong bao gio biét dugc 16i
gidi ctia n6 sé bao gom nhitng gi. Ban hy vong va cau mong sé c6 thé
tim thdy mot 10i gidi hay va thanh nh3, va trén con dwong di t6i 101 giai
dé6 rat c6 thé ban sé kham pha ra dwoc diéu gi dé thd vi. Va chac chan
ban ciing sé hy vong c6 thé gidi dwgc né trong mot khoang thoi gian
hgp 1y, chit khéng phéi mat t&i 350 nam méi tim ra cau tra 10i. Nhung
ban ciling chang bao gid c6 thé biét chac dugc.

Con t6i da gap may man; thuc sy to6i co thé tim ra mot 10i gidi thanh
nha trong khodng thoi gian twong d6i ngan, khoang hai thang. Nhung
diéu d6 dén vdi téi khong hé dé dang. Tuyét doi khong bao gio la dé
dang ca. Toi da tht nhiéu phwong phap khac nhau. Moi khi mot
phwong phép dan tdi that bai, t6i lai cam thay cang that vong va hoang
mang. Pay la van dé toan hoc dau tién cua toi, va téi van thwong tw héi
rang liéu minh c6 thé tr¢ thanh mot nha toan hoc hay khong. Bai toan
nay chinh la phép thtr dau tién xem t6i c6 kha nang gi hay khong.

Viéc giai bai toan nay khong gitip t6i duwgc mién trir cac bai giang
va cac ky thi & Kerosinka, nhwng n6 van la wu tién s6 mot, va t6i danh
cho né vo khoi thoi gian, nhiéu dém va nhitng ngay cudi tuan. Toi dat
qua nhiéu ap lwc 1én ban than minh. T6i bat dau cam thay khé nga, va
day la lan dau tién chuyén nay xay ra. Chitng mat ngti ma t6i mac phai
khi giai bai toan nay la “tac dung phu” dau tién trong s nghiép nghién
cttu todn hoc. N6 deo bam toi trong nhiéu thang sau, va ké tur do, toi
khong bao gio dé cho minh chim dam hoan toan trong mot van dé toan
hoc nira.

To6i gap Fuchs hang tuan & toa nha cia Mekh-Mat, dé trinh bay véi
ong vé nhitng sy tién bd hodc khong tién bo trong cong viéc ctia minh
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(khi &y ong da lay gitp t6i mot thé ID, do vay t6i khong con phai chui
qua hang rao nita). Fuchs luén tng ho va dong vién t6i, moi lan chiing
toi gdap nhau 6ng lai giang cho t6i vé mot meo myc mdi, hay dwa ra mot
goc nhin m@&i, ma t6i c6 thé ap dung cho bai toan ctia minh.

Va roi, dot nhién, t6i ngd ra. Toi tim ra dugc 10i giai, hay néi chinh xac
hon 1a 16i giai tw tim dén vdi toi, véi toan bo vé dep 1ong lay cuia no.

T6i c6 gang st dung mot trong nhitng phwong phap thong thuong
ma Fuchs da day t6i dé tinh cac so6 Betti, dwgc goi la “day pho”. Toi da
c6 thé ap dung no6 theo mét cach nao do, ma tir d6 cho phép toi, vé
nguyeén tac, sé tinh dwgc cac s6 Betti cia nhém B’ tr nhitng hiéu biét
Ve cac so Betti clia tat cd cac nhém B’ vGi m < n. Di nhién, van dé la ¢
cho t6i van chwra biét nhitng s6 Betti dy la gi.

Nhung n6 cho téi mot cach dé tan cong bai toan ctia minh: néu toi
c6 thé dodn dugc dap s6 dung, thi toi sé c6 cach chitng minh dwogc no
dva theo phwong phap nay.

N6i thi that dé, nhung dé c6 thé dodn dwge nhw vay can co rat
nhiéu tinh toan mau, nhitng tht ma chi cang ltic cang tré nén phitc tap
hon théi. Trong su6t mot thoi gian dai, khong hé c6 quy luat nao xuat
hién ca.

Dot nhién, nhw ¢6 phép than, moi thit tré nén rd rang vai toi. Tro
choi ghép hinh duwgc hoan tat, va hinh dnh cu6i cung hién ra, véi day du
vé dep va su thanh nha, trong mot thoi khac ma t6i luén ap u va nhé
mai. P6 la m6t cdm xic manh liét khong twéng tuwgng noi, tao nén gia
tri cia bao dém t6i thitc trang.

Dbay la lan dau tién trong doi, toi s& hitu mot thit ma khéng mét ai
khdc trén thé gidi nay cé dugc. Toi cé thé néi diéu gi d6 mdi mé vé vii
tru. D6 khong phai la gidi phap chita ung thw, nhung né la mot phan
kién thitc dang gia, ma khong ai c6 thé 1ay no di khéi toi dugc.
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Néu ban trdi cam gidc nay mot lan, ban sé mu6n quay lai va thw
mot lan nita. Pay la lan dau tién n6 xdy dén vdi toi, va cling giong nhw
nu hon dau; né rat dac biét. Khi do toi biét c6 thé goi minh la nha toan
hoc.

Cau tra 1oi thue ra kha bat ng@, va thid vi hon rat nhiéu so vdi nhitng gi
ma Fuchs hay t6i c6 thé twdng twgng. Toi phat hién ra rang do6i v4i moi
wGc cha sé ty nhién n (s6 cac sgi cia bén ma chiing ta dang xét), c6 mot
sO Betti cia nhom B’ va s6 do6 bang vdi “ham Euler” noi tiéng cia wéc
sO do.#

Ham Euler gan cho mot so6 ty nhién d bat ky mot so tu nhién khac
goi 1a ¢(d). Pay la s6 nguyén nam gitta 1 va d, va la nguyén té cung
nhau véi d, titc 1a khong cé wéc s6 chung vdi d (tat nhién, khong ké s6
1).

Chang han, 1dy d = 6. Khi d6 1 la nguyén t6 cung nhau véi 6,
nhung 2 thi khong (n6 la wéc cua 6), 3 cling vay (no ciling la mot wéc
cta 6), 4 cling khong (4 va 6 c6 chung wdc s6 la 2), 5 nguyén t6 cung
nhau vGi 6 con 6 thi hién nhién la khong. Nhw vay, cé 2 so tiv 1 dén 6 la
nguyén t6 cung nhau vdi 6; dé 1a 1 va 5. Do vay ham Euler cta 6 c6 gia
tri bang 2. Chung ta viét diéu dé dudi dang ¢(6) = 2.

Ham Euler c¢6 rat nhiéu wng dung. Chang han, né dwgc ding trong
thuat todn RSA dé ma héa thé tin dung trong cac giao dich truc tuyén
(diéu nay sé dugc gidi thich & chu thich 7 cta chwong 14). Ham nay
dwgc dat tén nhw thé dé vinh danh nha toan hoc Thuy Si thé ky 17,
Leonhard Euler.

Thuyc té rang nhitng s6 Betti ma toi phat hién ra dwgc cho bdi ham
Euler da goi ra y twéng vé sy ton tai ctia mot s6 moi lién hé an giau
gitta cac nhém bén va ly thuyét s6. Bdi vay, bai toan ma t6i vira gidi
duwgc c6 thé cé nhitng hé qua tiém tang, virgt ra xa muc tiéu ban dau
ctia né.
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D1 nhién, t6i rat hao hitng mudn néi véi Fuchs vé nhitng két qua
ctia minh. P6 1a thang 6 ndam 1986, sau gan ba thang ké tir 1an dau toi
gdp ong. Luc do, Fuchs cung vai vo va hai con gai da roi Moscow di
nghi hé ¢ can nha ngoai 06 ctia 6ng gan Moscow. That may, can nha do6
nam gan tuyén duwong xe Itra vé qué toi, nhung chi bang nira dwong ma
thoi, vay nén t6i dé dang ghé tham 6ng trén duwong vé nha.

Sau khi moi to6i mot coc tra theo thong 1€, Fuchs hoi toi veé tién do
lam viéc.

“Em da giai xong bai toan doé r6i!”

To6i khong thé che gidu su phan khich ctia minh, va t6i doan rang
minh da giai thich, 1oi giai kha dong dai. Nhung chang c6 gi dang lo c4,
Fuchs nhanh chéng hiéu hét moi thit. Trong ong cé vé rat hai long.

“That tuyét voi,” ong dap, “Cau da lam rat tot, bay gio cau phai
bat dau viét mot bai bao vé chu dé nay.”

Pay la lan dau tién t6i viét mot bai bao toan hoc, va hoa ra la viéc
nay gay that vong khong kém viéc nghién citu toan, nhung kém vui hon
nhiéu. Tim kiém nhitng mau hinh méi & tuyén trdc cua tri thitc luén
rat quyén ri va day kich thich. Nhung ng6i bén ban, c6 gang sap xép
nhitng y twédng va viét chiing ra gidy, lai la m6t qua trinh hoan toan
khac. Nhw ai d6 sau nay néi véi toi, viéc viét cac bai bao la hinh phat
ma ching ta phai chiu dung vi da duwgc hwdng niém vui kham pha ra
nhitng khia canh m&i cta toan hoc. Pay la lan chiu phat dau tién cua
toi.

Toi trd lai gdp Fuchs sau do6 v6i nhitng ban thao khac nhau, va ong
doc ching rét ky, chi ra nhitng khiém khuyét r6i ggi y nhitng stra chita.
Nhu moi khi, 6ng ludn gitip d& véi tinh than cye ky hao hiép. Ngay tir
dau, toi da de tén Fuchs la dong tac gia, nhung 6ng thang thirng tir choi.
“Pay la bai bao cua cau,” 6ng ndi. Cudi cung, Fuchs tuyén bo rang bai
bao da san sang dé gui di, va 6ng khuyén t6i nén gii né cho tap chi
Functional Analysis and Applications (Giai tich ham va ttng dung), mot
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tap chi toan hoc dwgc Moiseevich Gelfand, dai dién 16n nhat ctia tredng
phai toan hoc X6 viét, diéu hanh.

Vi kho ngudi chac nich nhung day quyén rii, & tudi bdy muoi,
Gelfand 1a mot huyén thoai trong cong dong todn hoc & Moscow. Ong
chu tri mot seminar t6 chitc hang tuan trong khan phong 16n trén tang
14 & toa nha chinh cia MGU. Pay la mé6t sy kién toan hoc va xa hoi
16n, n6é da dién ra trong suét hon nam muoi nam va ndi tiéng khap thé
gidi. Fuchs trudc do ting cong tac vdi Gelfand (cong trinh ctia ho sau
nay mang tén “d6i dong diéu Gelfand-Fuchs” dugc biét dén rong rai va
duwgc danh gia cao) va cling la mot trong nhitng thanh vién tham nién
nhat ¢ seminar cta Gelfand (nhitng nguwdi khac gom cé A. A. Kirillov,
cuu sinh vién cua Gelfand, va M. 1. Graev, mot cong tac vién lau nam
cta Gelfand).

Seminar nay khéng giong vGi nhitng seminar khac ma toi ting
tham gia. Thuong thi, mot seminar sé kéo dai trong mot khoang thoi
gian nhat dinh - & My la mot gio hay mot gio ruGi - va nguoi bao cao
sé chuan bi trinh bay vé mot chu dé dwgc chon trude. Thi thodng, cac
thinh gia dat cau hoi. Nhung & seminar cia Gelfand thi khong nhw thé.
N6 dién ra vao thit Hai hang tuan, va chinh thitc bat dau lic 7h t6i. Tuy
nhién, seminar nay hiém khi dién ra trwedc 7h30, va thuwong bat dau vao
khoéng ttr 7h45 dén 8h t6i. Trong khodng mot gid trwdc khi seminar bat
dau, cac thanh vién tham du, ké cd Gelfand (nguoi thwong dén vao
khoang 7hl5 dén 7h30), sé di loanh quanh va néi chuyén v&i nhau trong
khan phong va cad ¢ phong gidi lao rong 16n bén ngoai. R0 rang day la y
dinh cia Gelfand. N6 giong mot hoat dong xa hoi hon la mot seminar
toan hoc.

Hau hét nhitng nha toan hoc dén du seminar ctia Gelfand lam viéc
¢ nhiéu noi khac nhau va khong cé lién hé gi t6i MGU ca. Seminar cia
Gelfand la noi duy nhat ma ho cé thé gap dong nghiép, dé biét diéu gi
dang dién ra trong thé gidi toan hoc, dé chia sé nhitng y twdng va tim
kiém su cong tac. Vi ban than Gelfand cling la nguwdi Do Thai, seminar
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ctia 6ng dugc coi la mot “nai tra an an toan” cho nhitng nguwdi Do Thai
va tham chi con duwgc hoan nghénh nhw mét “chd choi” duy nhat trong
thanh phd (hay mot trong so rat it) ma cac nha toan hoc Do Thai c6 thé
tham gia (mdc du, cong bang ma no6i thi c6 rat nhiéu seminar & MGU
luén réng mdé vGi cong ching, va dugc diéu hanh béi nhitng nguwoi
khong c6 thanh kién v&i bat ky dan toc nao). Han nhién, Gelfand rat vui
murng nam 1ay 1gi thé nay.

Cha nghia bai Do Thai ma t6i trdi qua & ky thi tuyén sinh vao
MGU da lan téa ra khap cac hoc vién thudc cac cap & Lién bang Xo
viét. Trudc do, vao nhitng nam 1960 va dau nhitng nam 1970, mac du
c6 nhitng han ché, hay “chi tiéu”, cho nhitng sinh vién goc Do Thai,
nhing ho van c6 thé dat chan vao hoc & Mekh-Mat (tinh hinh nay tr@
nén t6i té hon trong sudt thap nién 1970 va dau nhitng ndm 1980, cho
tGi thoi diém 1984, khi t6i thi vao Mekh-Mat, gan nhuw khéng c6 sinh
vién Do Thai nao dwgc chap nhan).22 Nhung ké ca trong quang thoi
gian do, nhitng sinh vién dwgc nhan hau nhu cling khéng thé nao tiép
tuc hoc sau dai hoc. Cach duy nhat dé sinh vién Do Thai c6 thé vugt
qua hoan cadnh nay la di lam & dau do6 trong ba nam sau khi nhan bang
cr nhan, va ho cé thé dugc co quan cha quan (thuwong thi nhitng co
quan nay nam & vung nao do rat xa xo6i) gwti di hoc sau dai hoc. Tham
chi du vuot qua dwgc chuwéng ngai nay va cé6 dugc hoc vi tién si, thi ho
cling khéng cé cach nao dé tim dugc mot cong viéc han lam lién quan
tGi toan hoc @ Moscow (nhw @ MGU chang han). Hodc la ho phai chon
mot cong viéc nao do trong vung, hodc tham gia nghién cttu trong cac
vién & Moscow ma cong viéc gan rat it hodac khong lién quan gi tGi toan
hoc. Tinh thé nay con trd nén khé khan hon véi nhitng ngudi khong
xudt than tit Moscow, béi vi ho khong c6 hé khau, mot loai tem cuw tra
trong hd chiéu noi dia caa ho, thit bi doi héi dé xin viéc ¢ thu do.

Ngay cad nhitng sinh vién gidi hiém c6 ciling bi doi x& nhuw vay.
Vladimir Drinfeld, mét nha toan hoc 16i lac, ngudi sau nay dwgc nhan
huy chwong Fields ma ching ta sé nhac tGi nhiéu vé sau, da dugc tiép
tuc hoc sau dai hoc & Mekh-Mat ngay sau khi nhan bang ctt nhan (du
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theo nhitng gi to6i duwgc biét thi chuyén ay cling rat kho sap xép), nhung
la mot ngudi sinh ra ¢ Kharkov, Ukraina, ong khong dugc nhan lam @
Moscow. Ong phdi nhan gidng day tai mot dai hoc tinh 1é & Ufa, mot
thanh ph6é cong nghiép & day Ural. Cu6i cung 6ng dwgc nhan lam
nghién ciu vién trong vién Vat ly nhiét do thap & Kharkov.

Nhitng nguoi ¢ lai Moscow thi dwgc nhan vao nhitng noi nhu vién
Nghién cttu dia chan hay vién Xt 1y tin hiéu. Céng viéc hang ngay cta
ho la lam nhitng tinh toan té nhat lién quan t6i mot nganh cong nghiép
cu thé ma vién hgp tac (du sao thi mot vai trong s6 ho da tim ra huéng
di mdi trong nhitng linh vuc ay, qua la da tai). Ho chi c6 thé lam viéc
vdi niem dam mé thue sy mét cach khéng chinh thite, trong thoi gian
ranh roi.

Bén than Gelfand ciing bi day khoi vi tri gidang day & Mekh-Mat
vao nam 1968, sau khi 6ng ky vao 1a thw ndi tiéng ctia 99 nha toan hoc
yéu cau trd t¢ do cho nha todn hoc va nha hoat dong nhan quyén
Alexander Esenin-Volpin (con trai cta nha tho Sergei Esenin) dang bi
giam cam trong mot bénh vién tdm than do nhitng dong co chinh tri. L4
thu nay viét khéo 1éo dén mitc sau khi né dwgc phat trén dai phat thanh
BBC, su phan no rong rdi trén khap thé gi¢i da khién gidi lanh dao X6
viét budc phai tha Esenin-Volpin gan nhw ngay lap titc.22 Nhung no
cling lam cho chinh quyén v6 cung titc gian. Sau d6, gidi quan chitc tim
da cach dé trirng phat nhitng nguwdi da ky vao 14 thu kia. Cu thé, rat
nhiéu nguwdi da bi sa thai khoi vi tri giang day.

Vi I€ db, Gelfand khong con 1a gido su toan hoc cia MGU nita, du
ong van c6 thé duy tri cac budi seminar ¢ toa nha chinh cia MGU.
Cong viéec chinh thitc cua ong la @ mot phong thi nghiém sinh hoc cta
MGU do o6ng lap ra, nai tién hanh nhitng nghién cttu trong sinh hoc, va
cling la mot niém dam mé cua 6ng.” Fuchs cling tirng lam viéc & chinh
phong thi nghiém nay.

Trwéc do Fuchs tirng thic giuc t6i tham gia seminar cua Gelfand,
va toi c6 dén d6 mot vai lan vao cudi ky hoc mua xuan. Nhitng buoi
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gdp go nhu thé da dé lai trong t6i nhitng an twgng sau dam. Gelfand t6
chitc seminar cia minh theo cach ddc doan nhit. Ong quyét dinh moi
madt cua no, va du trong suy nghi cua nhitng nguwoi chwa am twong thi
seminar cia ong c6 vé hon loan va thiéu tinh t6 chitc, nhung thuc ra
ong da danh rat nhiéu thoi gian va tam huyét dé chuan bi va dao dién
nhitng bubi gap g& hang tuan ay.

Ba nam sau, khi Gelfand dé nghi t6i néi vé céng trinh ctia minh,
toi lai c6 co hoi dé thdy dugce rd hon cach thitc hoat dong ndi tai cua
seminar nay. Con bay gio toi chi quan sat nd tir goc nhin cua mot sinh
vién mudi bay tudi, madi vira bat dau sy nghiép toan hoc.

Vé nhiéu phwong dién, seminar la nha hat ctia doc mot dién vién.
Theo 16 thwong, sé c6 mot bao cdo vién dugce chi dinh trinh bay vé mot
chu dé lya chon tredc, nhung thwong thi chi c6 mét phan thoi gian cta
seminar danh cho viéc nay ma thoi. Gelfand thuwong dwa ra nhitng chua
dé khac va kéu goi cac nha toan hoc, nhitng nguwdi chwa dwgc bao
chuan bi trudc, 1én bang dé giai thich vé nhitng van dé d6. Nhung 6ng
luén & trung tam ctia nhitng hoat dong dy. Ong va chi c6 minh éng diéu
khién dong chay ctia seminar va c6 quyén lyc tuyét doi dé ngat 1oi dién
gia bang cac cau hoi, cac dé xuat va nhitng nhan xét. T6i duong nhw
van dang nghe 6ng néi “Dayte opredelenie” -“Hay néu ra dinh nghia
di”, cdu nhac nh& quen thudc ctia 6ng vdi ngudi bao cdo.

Ong ciing c6 théi quen khoi mao nhitng cudc da kich kéo dai vé
nhitng chi dé khac nhau (doi khi 1a nhitng cha dé khong lién quan téi
nhitng gi dang thao luan), ké chuyén cwoi, chuyén tiéu lam, va da thi
chuyén khac, rat nhiéu trong s6 d6 chi mang tinh gidi tri. Pay chinh la
noi ma toi dugc nghe cau chuyén ngu ngon dé cap trong phan 16i noi
dau: mot nguwoi say ruwgu thi khong biét sé nao 16n hon, 2/3 hay 3/5,
nhung ong ay hiéu rang 2 chai vodka cho 3 ngwdi thi tot hon 1a 3 chai
vodka cho 5 nguoi. Mot trong nhitng ky nang cua Gelfand doé la kha
nang “dién dat lai” cac cau héi cua nhitng ngwoi tham gia seminar theo
cach chita ding san cau tra 10i.
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Mot trong s6 nhitng cau chuyén téu ma ong thich ké la vé dién bao
khong day: “Quang dau thé ky 20, trong mdt bita tiéc, cé nguwdi hoi mot
nha vat ly: ong co thé gii thich cach thitc van hanh ctia dién bao khong
day khong? Nha vat 1y lién tra 10i rang viéc ay rat don gian thoi. Pau
tien anh phai hiéu cach thitc hoat dong cta dién bdo théng thuwong -
dién bao c6 day: hay twéng twgng mot con cho vai cai dau ¢ London va
duoi ¢ Paris. Ban kéo cai dudi né @ Paris, va con cho sé sua & London.
bién bao khong day thi cling thé thoi, nha vat ly ndi, chi cé diéu la
khong c6 cho thoi.”

Sau khi thuat lai cau chuyén nay, va dgi cho tiéng cudi lang xuong
(ké ca la tir nhitng nguwoi da nghe cau chuyén ay hang nghin lan),
Gelfand quay ngay trd lai bat ky van dé toan hoc nao dang dwgc théao
ludn. Néu ong nghi rang 10i gidi cho van dé nay doi hoi mdt cach tiép
can hoan toan mdi, 6ng sé binh luan rang, “Piéu ma t6i mudn no6i do la
ching ta phéi lam dwgc ma khong can tgi con cho.”

Mot hinh thitc thuwong dwoce st dung ¢ seminar do la chi dinh mot
kontrol’ nyj slushatel’, mot ngwoi nghe mau, thwong la mot thanh vién
nho tudi trong so thinh gid, ct sau nhitng khodng thoi gian déu dan,
nguwoi nay phai nhac lai nhitng gi ma ngwdi bdo cdo da trinh bay. Néu
“nguoi nghe mau” nay theo dwgc bai giang, diéu d6 c6 nghia rang
nguoi bdo cdo dang lam tét cong viéc cua minh. Néu khong, ngudi bao
cao phai no6i cham lai, va gidi thich r6 rang hon. Doi khi Gelfand tham
chi con dudi bao cao vién xudng theo cach day ho then néu anh ta/co ta
trinh bay té khong thé hiéu ndi va thay thé bang mot ngwoi khac trong
so0 nhitng thinh gid. (D7 nhién, Gelfand cling sé choc cuwdi cd ngudi
nghe mau.) Tat ca nhitng diéu nay khién cho seminar ctia 6ng tr@ nén
hét sttc tha vi.

Hau hét cac seminar déu dién ra ¢ toc do déu déu, vdi cac thinh
gia lich sw ngo6i nghe (mot vai trong s6 do ngu ga nga gat) - co6 thé do
ho qua tw man, qua lich sw, hay qua sg phai hoi nguwoi trinh bay cau hoi
nao do, va chac chang ai hoc héi dugc gi. Han nhién toc do thuong
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xuyén thay doi va tinh chat dot phd dac trung trong seminar cua
Gelfand khong chi git* moi nguoi tinh tdo (khong hé la mot nhiém vu
dé dang khi seminar luon két thiic vao tan nira dém), ma con kich thich
cac thinh gia theo cach ma nhitng seminar khac khong thé lam duwoc.
Gelfand doi héi rat nhiéu & nhitng ngudi bao cdo trong seminar. Ho
phai lam viéc cham chi, va ong ciling vay. Cho du ai d6 c6 néi gi vé
phong cach cua Gelfand, thi moi ngwoi cling khong bao gio tay trang
ma roi seminar ctia ong.

Tuy nhién, theo t6i, m6t seminar nhw thé nay chi c6 thé ton tai
trong mot xa hoi toan tri, giong nhw Lién bang X0 viét. Moi ngwoi déu
da quen véi kiéu quyén lyc doc tai va cach hanh x* ma Gelfand thé
hién. Ong c6 thé tho 16, mot s6 thdi diém con xic pham dén pham gia
moi nguwoi. Toi khong nghi rang & cac nwdc phwong Tay nguodi ta sé
dung thit cho cach hanh x nhw thé. Nhwng & Lién X6, hanh dong cua
ong khong bi coi la bat thwong, va khong ai phan doi ca. (Mot vi du noi
tiéng cling giong nhw thé dé la seminar vat ly ly thuyét cta Lev
Landau.)

Khi t6i mdi lan dau dén seminar, Gelfand dé cho Vladimir Kazakov,
mot nha vat 1y tré, trinh bay mot chuoi cac bao cao vé cong trinh cta
anh vé cdc m6 hinh ma tran. Kazakov st dung cac phwong phap cua co
hoc lwgng tir theo cach hoan toan méi dé thu dwgc nhitng hé qua toan
hoc sau sac ma cac nha toan hoc khéong thé thu dugc tir nhitng phuwong
phap thong thuong. Gelfand ludn quan tam t6i co hoc lwgng tit, va chu
de nay thwong déng mot vai tro 16n trong seminar cta 6ng. Ong dic
biét an twgng v6i cong trinh cia Kazakov nén tich cyc quang ba cho né
tredc cac nha toan hoc. Giong nhw nhiéu dy doan trwdc ctia 6ng, cong
trinh cta Kazakov qua la quy nhuw vang: vai nam sau né tré nén noi
tiéng va tr@ thanh thoi thwong, mang lai rat nhiéu tién bd quan trong
trong vat ly va toan hoc.
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Trong cac bai giang ctia minh & seminar, Kazakov da thé hién no
lyc dang ngwdng mo trong viéc giai thich cac y twdng cua anh cho cac
nha toan hoc. Gelfand té ra tén trong anh hon thwong 1€, dé anh trinh
bay ma khong ngat 10i trong quang thdi gian dai hon nhitng bao céo
vién khac.

Khi dang trinh bay nhitng bai giang nay, thi mot bai bao mdi cua
John Harer va Don Zagier dugc dua t6i, trong do ho dwa ra mot 101 giai
hay cho mot bai toan t6 hgp cuc kho.2! Zagier noi tiéng nho gidi dugc
cac bai toan duong nhw khong thé giai noi, ma lai giai rat nhanh. Biéu
dang noi la Zagier chi mat c6 sau tuan dé giai bai toan kia, va 6ng rat tu
hao vé diéu d6. O budi seminar tiép theo, Kazakov van tiép tuc trinh
bay két qua cia minh. Gelfand yéu cau anh giai bai toan ctia Harer-
Zagier bang cach st dung coéng trinh vé cdc m6 hinh ma tran. Gelfand
cam thdy rang phwong phap cua Kazakov co6 thé rat hitu dung dé giai
loai bai toan nay va 6ng da dung. Kazakov khong hé biét bai bao ctia
Harer-Zagier, va day la lan dau tién anh nghe vé van dé nay. Bing trén
bang, anh nghi vé no trong vai phut va ngay lap tic viét ra Lagrangian
cta mot ly thuyét treong lwgng tr ma tir d6 dan ngay t6i cau tra 1oi
bang cach dung cac phwong phéap cta anh.

Moi nguoi trong khan phong déu sing sot. Nhung Gelfand thi
khong hée. Ong gia bo hoi Kazakov, “Volodya, cau da lam viéc véi dé
tai nay bao nhiéu nam ro6i?”

“Em khong chac, Israel Moiseevich a, c6 1é 1a sdu nam gi do.”

“Vay cau da mat sau nam va hai phit, con Zagier thi chi mat c6
sau thang. Hirm... Cau thay anh ta giéi thé nao réi chi¥?” Va day la mot
“cau noi dua” kha nhe nhang so vdi nhitng cau néi dua khac. Ban phai
mat dan may day thi mdi ton tai dugc trong moi trwong nay. That
khong may, mot s6 bado cao vién lai nhin nhan nhitng 16i chi trich c6ng
khai nay dwéi goc do ca nhan, va diéu d6 gay cho ho rat nhiéu buon
kho. Nhung t6i cling phdi néi thém rang, Gelfand chi cay nghiét v&i
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nhitng nha toan hoc gia dan hon va noi tiéng hon, con véi nhitng nha
toan hoc tré, dac biét 1a vGi cac sinh vién thi 6ng lai rat an can.

Ong thwong néi ring, ong rat vui mirng chao dén moi sinh vién,
cac hoc vién sau dai hoc tai nang, va chi nhitng gido su toan hoc 16i lac
t6i dw seminar. Ong hiéu ring dé gitt cho mon hoc luon tién trién, viéc
chuan bi cho thé hé cac nha toan hoc méi la rat quan trong, va éng luon
thu hut cac tai nang tré quanh minh. Ho cling mang tGi cho ong sy twoi
tré (6ng van con tich cue tham gia nghién citu & nhitng dia hat tan tién
nhat trong toan hoc cho tdi cubi nhitng nam tam muwoi ctia cudc doi).
Thuong thi 6ng cling moi ca hoc sinh pho thong dén dy seminar cua
minh, va cho chiing ng6i & hang dau dé dé theo doi nhitng gi dang dién
ra. (Di nhién, d6 khong phai la nhitng hoc sinh pho thong binh thwong.
Rat nhiéu trong s6 ho sau nay trd thanh nhitng nha toan hoc ndi tiéng
thé giGi).

Theo nhiéu nguwoi, Gelfand la nguwdoi rat hao phéng véi cac sinh
vién, ong thuong xuyén danh nhiéu gid lién dé tro chuyén cung ho. Rat
it gido s lam nhw vay. Nhung khong dé dé trd thanh hoc tro cia 6ng:
ong danh cho ho mét kiéu tinh yéu nghiét nga, va ho phai chiu dung
duwgc nhitng 161 cham biém da dang va théi quen doc tai cua ong.
Nhung an twgng cta t6i sau khi néi chuyén véi nhiéu ngudi trong so
ho, dé la tat ca ho déu rat trung thanh vdi ong va luon cdm thdy mac ng
ong mot mon ng to 16n.

To6i khong phai la hoc tro thue thu caa Gelfand - t6i chi la “d6 ton”
cta ong, cling nhw ca hai thay cuta t6i la Fuchs va Feign (ngudi luc nay
van chwa xuat hién trong doi t6i), & mat nao dé ho ciing la hoc tro cua
Gelfand. Do vay, t6i ludon cho rang minh la mot phan trong “truong
phai todn hoc ctia Gelfand”. Rat 1au sau nay, khi 6ng va t6i déu da &
My, Gelfand da héi thang t6i vé diéu do, va lic quan sat thay sw hai
long hién 16 trén guwong mat 6ng khi t6i thira nhan, t6i cé thé noéi rang
van dé treong phai va sw cong nhan tiv nhitng thanh vién trong dé doéi
vdi 6ng quan trong thé nao.
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Truong phai nay, ma seminar kia la trong tam cta no, véi canh ctra
huwéng ra thé gidi, khéng chi c6 anh huwéng to 16n t6i toan hoc &
Moscow, ma con trén cd thé gidi. Nhitng nha toan hoc nwéc ngoai dén
Moscow chi dé gap Gelfand va tham dy seminar ctia 6ng, rat nhiéu
trong s6 ho xem viéc giang bai ¢ d6 1a mét vinh du.

Ca tinh quyén rii va quang dai cia Gelfand dong vai tro 16n tao ra
su ndi tiéng ctia seminar. Mot vai nam sau do, 6ng bat dau quan tam téi
cong trinh cua t6i va yéu cau toi bao cdo ¢ seminar. To6i danh nhiéu gio
néi chuyén véi ong, khong chi vé todn ma con vé rat nhiéu th khac
nita. Ong rat quan tam t6i lich st toan hoc va dac biét l1a di san cta
riéng minh. T6i con nhé nhv in, khi lan dau t6i dén tham tw gia cia
Gelfand & Moscow (t6i vira méi budc sang tudi hai muwoi mot), diéu bo
ctia 6ng khi néi rang 6ng coi minh nhw Mozart trong toan hoc.

“Hau hét nhitng nha soan nhac dwgc nhé dén nho nhitng ban nhac
tiéu biéu ma ho viét ra,” 6ng no6i. “Nhuwng treong hgp ctia Mozart, thi
khong phai nhw vay. Chinh khéi lwgng cong viéc do so da lam cho ong
trd thanh mot thién tai.” Ngirng lai gidy lat, 6ng tiép tuc: “Nhitng cong
trinh toan hoc cua to6i cling vay.”

Gat sang mot bén cac cau hoi tha vi ndy sinh tr sy ty danh gia ban
than nhw vay, t6i nghi rang day la mot sy so sanh phu hgp. Mac du
Gelfand khong chitng minh dugc mot gia thuyét nao ton dong tir 1au
doi (nhuw BPinh 1y cudi cung cia Fermat chang han), nhwng nhitng anh
hwéng tich tu tir cac y twdng vé toan hoc ctia 6ng da lam moi nguoi
sttng sot. Co 1€ quan trong hon la viéc Gelfand c6 mot cdm quan tuyét
voi vé nhitng nganh toan hoc dep dé cling nhw truc quan sac bén vé
nhitng linh virc nao trong toan hoc sé la tha vi va hita hen nhat. Ong
giong nhuw mot nha tién tri, ngwdi c6 sitc manh tién doan dau sé la
hwéng di cua toan hoc.

Trong mot Iinh vyc dang ngay cang trd nén phan manh va chuyén
mon hoa, 6ng la mot trong nhitng ngwdi cia thdi Phuc hung cudi cung
con sot lai, nguwdi cé kha nang bac cau nhiéu chuyén nganh khac nhau.
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Ong 1a hinh anh thu nhé cta sy théng nhat toan hoc. Khong giéng hau
hét cac seminar khac tap trung vao mot nganh toan hoc riéng biét, néu
ban dén nghe seminar ctia Gelfand, ban c6 thé thady cac nganh toan hoc
khac nhau ghép khit v&i nhau nhw thé nao. Pé chinh la 1y do tai sao tat
ca chung t6i tap trung lai moi toi thit Hai hang tuan trén tang thit muoi
bon trong toa nha chinh ctia MGU va hao hitng chd doi tiéng néi tir bac
ton suw. Va Fuchs khuyén khich t6i gri dang bai bao toan hoc dau tién
cho chinh nguoi dan ong gay cam hing dang sg do. Tap chi cua
Gelfand, Functional Analysis and Applications (Gidi tich ham va tng
dung), xuat ban bén s6 méng mot nam, véi khong qua mot tram trang
moi s6 (mot diéu dang tiéc cho mot tap chi tim ¢ nhw vay, nhwng nha
xuat ban khong cho phép tang thém, vay nén danh phai chiu thé théi),
va n6 dugc danh gia rat cao trén khap thé gidi. Tap chi nay dugc dich
sang tiéng Anh va dugc rat nhiéu thw vién khoa hoc tt khap noi dat
mua dai han.

Rét khé dé dugc nhan dang bai trén tap chi nay, mot phan badi vi
gidi han soO trang cta no6. Thuc té, cé hai loai bai bao khoa hoc dugc
dang & day: nhitng bai bao nghién cttu, moi bai thwong dai khoang
muoi-muwoi lam trang, c6 chita cac chitng minh chi tiét, loai con lai la
nhitng thong bao ngan, trong dé chi c6 cac két qua dwgc phat biéu ma
khong kem theo chitng minh. Nhitng thong bao nay khong dugc dai
qud hai trang. Trén ly thuyét thi mdt bai bdo ngan nhw vay dugc coi
nhw 1a sé c6 mot bai bao chi tiét tiép theo cé chira tat ca cac chitng
minh, nhung thuye t€ thi viéc ay khong xdy ra thuwong xuyén béi vi cong
bd mdt bai bao dai hon la cue ky khé. Thyce vay, viéc cong bd bai bao &
nwdc ngoai doi vaoi mot nha toan hoc Lién X6 1a viéc gan nhw khong
thé (ban phai c6 da thit gidy phép cta an ninh, ma diéu nay c6 thé dé
dang lay mat cta ban mot nam hoac hon, va phai ton rat nhiéu cong
sttc). Mat khac, so lwgng nhitng cong bé toan hoc & Lién X0, xét trén
sO0 lwgng nhitng nha toan hoc & do, la rat nhé. That khong may, rat
nhiéu trong s6 ching lai bi chi phéi bdi nhitng nhém khac nhau, nhitng
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nhom nay thwong khong cho phép ngudi bén ngoai dugc cong bo, va
chu nghia bai Do Thai cling thwong xuat hién & day.

Vi tat ca nhitng diéu trén, ¢ Lién X0 da xuat hién mot kiéu “van
héa nhém” ctia cac bai bao toan hoc, thit sau nay dwgc nhac dén nhw la
“truyén thong Nga”: do la 16i viét cwc ky co6 dong véi rat it thong tin
dwgc cung cap. Piéu cac nha toan hoc ¢ ngoai Lién X6 khéng nhan
thdy, do la diéu nay dwgc thwc hién chta yéu do bat budc, chit khong
phai do chon lva.

Fuchs cé y nham cho bai bao dau tién cua t6i la mot dang thong
bao ngan.

Moi bai bao dwgc nhan dang trén Tap chi Gidi tich ham va itng
dung, bao gom ca cac thong bao ngan, sé phai dugc Gelfand kiém tra
va chdp thuan. Néu thich né, 6ng sé cho dang luén ma khong can phai
qua qua trinh phan bién théng thuong. Piéu nay cé nghia la dé bai bao
ctia minh dwgc nhan dang, toi phai gap truc tiép Israel Moiseevich. Vi
1& d6, tredc budi seminar dau tién cta ky hoc mua thu nam 1986, Fuchs
da gidi thiéu toi vGi ong.

Gelfand bat tay t6i, mim cuwdi, va n6i: “Toi rat vui dugc gap cau.
To6i da duwgce nghe ndi vé cau.”

T6i hét stitc phan khich. Toi c6 thé thé rang da thdy mot vang hao
quang quanh dau ctia Gelfand.

Sau dé Gelfand quay sang Fuchs, bdo 6ng dwa bai bao cua to6i, va
Fuchs trao n6 tan tay cho ong. Gelfand bat dau 14t 14t cac trang. Cé tong
cong nam trang, ma toi da danh chi chit chit (rat cham, bang hai ngén
tay) bang mot chiéc may danh chi*t mwon duwge & Kerosinka, va sau dé
chen cac cong thitc vao bang tay.

“Thua vi day,” Gelfand néi vé hai long, r6i quay sang Fuchs:
“Nhung tai sao no lai quan trong?”

Fuchs bat dau gidi thich vai thit vé biét thitc cta cac da thitc bac n
vdi cac nghiém phan biét, va viéc két qua cua toi c6 thé dugc st dung
dé mo ta topo cua thd biét thitc nhw thé nao, va... Gelfand ngat 16i 6ng:
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“Mitya,” 6ng noi, st dung tén than mat cta Fuchs, “Anh biét c6 bao
nhiéu nguwoi dat mua dai han tap chi cua toi khong?”

“Khong, Isarel Moiseevich, em khong biét.”

“Hon nghin nguwoi day.” Day la mot s6 lwgng kha 16n cho thdy tap
chi nay c6 tinh chuyén mon c& nao. “T6i khong thé gtri cho anh moi s
bao dé anh giai thich két qua nay la tot nhw thé nao, gio t6i co6 thé sao?”

Fuchs lac lac dau.

“N6 phai dugc viét 1o rang trong bai bao, hiéu chii?” Gelfand coi
viéc néi tat ca nhitng diéu do6 v6i Fuchs la rat quan trong, ct nhu tat ca
déu la 16i cua 6ng dy vay. Sau do, ong ndi vGi ca hai ching t6i: “Dau
sao, toi thay bai bao cé vé t6t day.”

ROi 0ng lai mim cwoi vdi toi va quay sang noi chuyén véi ngudi
khac.

bung la mot cudc trao doi! Fuchs cho t6i khi Gelfand di ra khéi
tAm nghe mé&i néi véi toi: “Ding lo. Ong ay chi mudn tao an twong véi
cau thoi.” (Va qua la 6ng ay da lam dwoc!) “Chung ta sé phai thém mot
doan gidi thich nhuv Gelfand yéu cau vao phan dau caa bai bao, r6i sau
dé6 co 1é ong ay sé dong y nhan dang no thoi.”

bay la két cuc tot nhat cé thé roi. Sau khi thém vao doan dugc
Gelfand yéu cau, t6i chinh thitc giti dang bai bao va cudi cung no ciling
xuat hién trong tap chi. Vé&i thanh qua nay, cong trinh toan hoc dau tién
cta toi thé la da hoan tat. T6i da vugt qua ngudng ctra dau tién va cling
la diém khéi dau cho mot hanh trinh dan t6i tGi thé gidi diéu ky cta
toan hoc hién dai.

Mot thé gidi ma to6i mubn chia sé vdi cac ban.

© C6é mot diéu cling dang cha y dé la Gelfand khong dwgc bau la
vién si chinh thitc cua vién Han 1am Khoa hoc Lién X6 cho t6i tan gitta
thap nién 1980 badi vi nganh Toan cua vien Han lam da bi vién truong
cua vién Toan hoc Steklov & Moscow la Ivan Mateevich Vinogadrov
thao ting trong nhiéu thap ky. Ong ta c6 biét danh 1a “Truéng ban bai
Do Thai cta Lién bang X6 viét”. Vinogadrov da ap dat nhitng chinh
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sach bai Do Thai rat ha khac & vién Han lam va vién Steklov, nhitng
noi nam trong vong kim kep ctia 6ng ta trong gan nam mucoi nam.

https://thuviensach.vn



Chuong 7
LY THUYET THONG NHAT LON

Lc‘)’i gidi cua bai toan dau tién la bwdc khdi dau dwa t6i vao thanh
dwong toan hoc. That may man, cong trinh nghién citu toan hoc ti€p
theo ma t6i tham gia cung v6i Fuchs dan dat t6i vao Chwong trinh
Langlands, mét trong nhitng ly thuyét toan hoc sau sac va hing thu
nhat xuat hién trong khoang nam mwoi nam tré lai day. Toi sé ké cac
ban nghe vé du an nghién cttu cta t6i dwdi day, nhung muc tiéu cua toi
trong cuén sach nay khong chi la mo tad nhitng trdi nghiém ctia ban
than, ma con hon thé nita. Cu thé la dé mang t&i cho ban mot cdm nhan
vé toan hoc hién dai, dé chitng minh rang toan hoc thuc sy lién quan téi
tinh doc sang, tri twdng twong va nhitng cai nhin sdu sac mang tinh dot
pha. Va Chuong trinh Langlands la mot vi du tuyét voi. Toi thich nght
vé n6 nhw mot Ly thuyét thong nhat 16n trong toan hoc bédi vi né phat
16 va thu hut sy tap trung chu y t&i nhitng hinh mau bi an dwgc chia sé
bdi nhitng linh vire toan hoc khac nhau, do dé chi ra nhitng két ndi bat
ngo va sau sac giita chuing.

Toéan hoc bao gom rat nhiéu nhitng linh virc nhé. Chiing ta thuong
cam nhan ching nhw la nhitng luc dia khac nhau, véi cac nha toan hoc
lam viéc trong nhitng Iinh vic do noi nhitng th ngon ngttr khac nhau.
Dbiéu do giai thich tai sao y twdng “thong nhat”, tirc la mang nhitng ly
thuyét tir nhitng linh virc todn hoc khac nhau dé lai gan nhau, va nhan
ra rang tat ca ching déu la mot phan cia mot cau chuyén duy nhat, lai
manh dén nhw vay. N6 ciing twa nhuw khi dot nhién ban nhan ra rang
minh c6 thé hiéu mot thit ngon ngit khac, thit ngdn ngir ma ban tirng c6
gang hoc trong vo vong ma khong may thanh cong.

https://thuviensach.vn



Sé hitu ich hon néu nghi toan hoc téng thé giéng nhv mot cau do
ghép hinh vi dai, trong d6 khong ai biét bitc hinh cudi cling sé trong
nhw thé nao. Viéc gidi cau do nay la mot cong viéc tap thé cia hang
nghin con nguoi. Ho lam viéc theo cac nhom: day la nhém cac nha dai
s0 dang doc strc gidi cau do ctia minh, con day la cac nha ly thuyét so,
kia 1a cac nha hinh hoc, v.v. M6i nhém c6 thé tao thanh mot “hon dao”
nho trong bitc hinh 16n, nhwng hau nhw xuyén sudt lich st toan hoc,
nguoi ta chua tirng thay cach nhitng hon ddo nhé ay sé két néi v6i nhau
bao gio. Hé qua 1a, cong viéc cia hau hét moi ngwoi la mé rong nhitng
hon dédo cta cau do ay. Tuy nhién, dén mot lic nao do6 sé c6 ngwoi dén
va nhin ra phwong thitc két n6i nhitng hon dao ay. Va khi diéu do xdy
ra, nhitng nét chinh cta bic hinh tong thé sé xuat hién va mang lai y
nghia m&i cho ting Iinh vuc riéng ré.

D6 la viec ma Robert Langlands da lam, nhung tham vong cua
ong con 1én hon nhiéu so vGi viéc chi két noi vai ba hon dao. Thuc té,
Chuong trinh Langlands ma 6ng khai phat tir cudi thap nién 1960 da
tré thanh maot no lwe di tim co ché ma ching ta c6 thé st dung dé bac
nhitng cdy cau gitra rat nhiéu hon ddo, bat chap vé bé ngoai ctia ching
dwong nhuw chang c6 quan hé gi véi nhau ca.
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Langlands hién dang la gido sw céng huan vé todn hoc cua vién
Nghién cttu cao cap & Princeton, va phong lam viéc cia ong chinh la
van phong trwdc day cta Albert Einstein. Ong sinh ndm 1936 va lén
1én & mot thi tran nhé gan Vancouver, la mot ngwdi tai nang va c6 nhan
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quan tuyét voi; cha me ctia 6ng kinh doanh d6 moc. Mot trong nhitng
diém noi bat cuia Langlands la 6ng noi thong thao rat nhiéu ngon ngir:
tiéng Anh, Phap, Pic, Nga, va Thé Nhi Ky, mac du 6ng khong st dung
ngon ngi nao ngoai tiéng me dé la tiéng Anh triwdc khi vao dai hoc.

T6i da c6 co hdi cong tac gan giii véi Langlands trong nhitng nam
gan day, va chung t6i thwong trao doi bang tiéng Nga. C6 lan 6ng con
gtti cho t6i danh sach nhitng tac gid Nga ma 6ng da doc tdc pham ctia
ho tir nguyén ban. Danh sach dy quéa bao quat t6i mitc c6 vé nhu 6ng
con doc nhiéu tac gia van hoc Nga hon ca t6i. Toi thwong ban khoan tw
héi liéu nhitng kha nang ngén ngit khac thuwong ctua Langlahds cé6 moi
lién hé nao t6i kha nang dwa cac nén van hoa toan hoc khac nhau tGi
gan nhau hay khéng.

biém cot yéu cia Chuwong trinh Langlands d6 la khai niém doi
xitng ma von di chung ta da quen thudc. Ching ta da n6i dén do6i xing
trong hinh hoc: chang han, bat ky phép quay nao cling 1a mét doi xitng
cta mot chiéc ban tron. Viéc nghién citu cac doi xirng dan chiing ta tdi
khai niém nhom. Sau d6 ching ta da thdy rang cac nhom xudt hién
trong toan hoc dwdi nhiéu vo boc khac nhau: nhw nhém cac phép quay,
cac nhom bén, v.v. Ching ta cling thdy rang cac nhém la cong cu dé
phan loai cac hat co ban va tién doan sy ton tai ctia cadc quark. Cac
nhom thich hgp véi Chuong trinh Langlands xudt hién trong nghién
cltu vé cac con so.

bé giai thich diéu nay, truéc hét hay néi vé cac con s6 ma ching
ta gap trong doi song hang ngay. Moi ching ta déu sinh vao mot nam
cu thé, song trong mot ngdi nha cé so nha cu thé trén mot con pho, co
mot so dién thoai, mot mat khau dé truy cap tai khoan ngan hang ¢ may
ATM, v.v. Tat ca nhitng con s6 nay déu c6 diém chung: moi s6 nay déu
thu duwgc bang cach cong 1 vao chinh né moét s6 lan xac dinh: 1+1 bang
2, 1+1+1 bang 3, v.v. Ching duwgc goi la cac s6 tw nhién.

Chung ta ciing c6 s6 0, va cac sé am -1, -2, -3... Nhu da thao luan
& chuwong 5, nhitng con s6 nay cé tén la cac s6 “nguyén”. Do vay mot
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sO nguyén la mot so ty nhién, hodc 0, hodc s6 doi ctia mot so ty nhién.

Chung ta doi khi cling gap nhitng con s6 hoi tong quat hon. Mot
gia tién, theo d6 la va cent thuong dwoc biéu dién nhw 2,59 d6 la, cé
nghia la 2 d6 la va 59 cent. N6 cling bang vdi 2 cong v6i phan s6
59/100, hay 59 nhan 1/100. O day 1/100 1a dai lwgng ma l1ay né cong
v&i chinh né 100 lan thi ta thu dwgc 1. Nhitng con so loai nay dugc goi
la s6 hitu ti, hay phan so.

Mot vi du hay vé cac so6 hitu ti 1a mot phan tw; trong toan hoc no
dwgc biéu dién bdi phan s6 1/4. Tong quat hon, vdi bat ky hai s6
nguyén m, n ching ta c6 thé tao thanh phan sé m/n. Néu m va n c6 wdc
so0 chung, chang han la d, (titc la, m = dm’ va n = dn’), thi ching ta cé
thé gian wéc d va viét m’/n’ thay vi m/n. Chang han, 1/4 thi cling c6 thé
dwgc biéu dién nhuw 25/100 va diéu do6 giai thich tai sao nguwoi My c6
thé noi rang mot phan tw thi cling giong nhw 25 cent vay.

DPai da s6 cac con s6 ma ching ta gap trong cac tinh huong hang
ngay deéu la cac phan s6 hay cac s6 hitu ti. Nhwng c6 nhitng s6 khong
phai s6 hitu ti. Mot vi du la can bac hai ctia 2, ma ching ta viét duGi
dang V2. D6 1a s6 ma binh phuong ctia né bang 2. Dwdi khia canh hinh
hoc, V2 1a do dai canh huyén clia mét tam gidc vudng can vdi canh goc
vuong bang 1.
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Hoa ra ching ta khong thé biéu dién né (titc V2) duwdi dang m/n
v&i m va n la cac s6 ty nhién.2 Tuy nhién, chung ta cé thé 14y xap xi n6
bang cac s6 hitu ti néu ching ta viét ra vai chit s6 thap phan cta no:
1,4142, r6i 1,41421, sau do la 1,414213, v.v. Nhung cho du c6 viét ra
bao nhiéu chit s6 thap phan di chang nita, thi do6 cting chi la mot sw xap
xi ma théi. Khong c6 so thap phan hitu han nao c6 thé “xitng” vaGi V2
ca.

Vi V2 la @6 dai canh huyén ctia tam gidc trén, ching ta biét ring
con sb nay kha ky cuc. Nhung n6 khong phu hgp véi hé thdng cac s6
hitu ti.

C6 rat nhiéu s6 khac nhw vay, chdng han nhw V3 hodc cin bac ba
cta 2. Chung ta can phdi phat trién mot phuwong phap cé hé thong dé
thém cac s6 nay vao hé théng cac s6 hitu ti. Hay nghi vé cac sb hitu ti
nhv mot tach tra. Ching ta c6 thé udong nd, nhung trai nghiém cuda
ching ta sé dugc cai thién néu cho thém vao duwong, sita, mat ong, va
nhiéu thit khac nita - va nhitng thit d6 cling gidng nhuw cac con sé V2,
V3, V.v. vay.

Hay th tron V2 vao. Viéc nay cling giong nhv thém mot cuc
duong vao tach tra caa ta vay. Ta hdy tha V2 vao tdp cac s6 hitu ti va
thit xem sé thu dwgc hé théng s6 nao. Chac chan chiing ta mudn phai
thue hién duwgc phép nhan gitta cac con so trong hé thong s6 mdéi do, do
vay chiing ta phai thém vao tat ca cc s6 1a tich cta cac so hiru ti va v2.
Chung co6 dang k
V2. Do vay hé théng s clia ching ta phai bao gom tat ca cac phan so
m
n (day la cac so hitu ti) va tat ca cac so c6 dang k
| V2. Nhung ching ta cling muén c6 thé cong ching lai v4i nhau, do
vay ta phdi thém vao cac tong:

n+ k

V2.
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Tap hop tat ca cac s6 c6 dang nay da la “d6c 1ap” hay “day da”,
theo nghia chiing ta c6 thé thuc hién tat ca cac phép toan thong thuong
trén cac s6 thudc tap hgp do - nhuw cong, trir, nhan va chia - va két qua
sé ludn la s6 c6 cung dang dé6.22 D6 1a coc tra cia ching ta vGi cuc
dwong da hoan toan tan vao tra.

Hoéa ra hé thong s6 md&i nay c6 mot tinh chat an gidu ma cac so
hitu ti khong c6. Tinh chat nay sé la canh ctra chinh dan ta t6i thé gigi
diéu ky cua cac con so6. Cu thé thi hoa ra hé thong nay c6 cac doi xing.

No6i “d6i xitng” ¢ day la tdi mudn néi vé mot quy tac gan mot con
s0 mé&i cho bat ky s6 nao ma ta lay lam diém xuat phat. N6i cach khac,
mot d6i xitng cho trwdc bién moi con s6 thanh mot con s6 khac trong
cung hé thong. Chuing ta sé néi rang mdt doi xirng la quy tac ma theo
d6 moi con s6 “bién thanh” con s6 khac nao dé. Quy tac nay phai twong
thich véi cac phép toan coéng, trtr, nhan va chia. Nhung c6 diéu con
chwa 1o rang la tai sao chiing ta lai phai quan tam dén cac doi xitng cta
mot hé thong s6. Xin hay vui long chd dgi r6i ban sé nhanh chéng hiéu
tai sao ngay day.

Hé théng sb cua ching ta c6 mot déi xitng don vi, quy tac ¢ day la
moi con s6 bién thanh chinh né. Diéu nay ciing giong nhu phép quay
mot chiéc ban mot géc 0 do vay, sau phép quay nay, moi diém trén ban
déu trd thanh chinh no.

Cudi cung thi héa ra hé thdng s6 ctia ching ta ciling c6 mot doi
xitng khong tim thwong. DE giai thich xem no 1a gi, hay lwu y V2 1a
mot nghiém cta phwong trinh x* = 2. That vay, néu chung ta thay x bang
V2, ta sé thu dugc mét ding thitc. Nhuwng phuwong trinh nay thyc ra lai
c6 hai nghiém: mot 1a V2 va nghiém con lai 1a —vV2. Va thuc t€ thi
ching ta da thém ca hai s6 d6 vao hé thong cac sb hitu ti khi xay dung
hé thong s6 méi ¢ trén. Hoan doi hai nghiém nay cho nhau, ta sé thu
dwgc mot doi xing ctia hé thong s6 nay.*

Dé minh hoa cho diéu nay mot cach day da hon theo ngon ngit
twong quan vGi tach tra, ta hay stra doi d6i chut. Gia st thd mot cuc
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dwong mau trang va mot cuc dwong mau nau vao coc réi hoa tan chiing
vGi tra. Cuc dau tién thi giong nhw V2 va cuc kia thi giong nhw —v2. R0
rang, viéc doi thit ty ctia chiing sé khong lam thay doi coc tra da hoa
tan cua ta. Cling nhu thé, viéc trao d6i V2 va —v2 ciing la mét doi xitng
trong hé thong s6 ctia chuing ta.

Trong phép hoan doi nay, cac so hitu ti van khong thay doi.= Bai
vay, cac s6 c6 dang m
n+ k
[ V2 sé trd thanh m
n— k
[ V2. Hay n6i cach khac, & moi con sé ching ta chi viéc doi dau & trude
V2 va gilt nguyén nhitng thit con lai .=

Ban thay day, hé thong s6 mdi cua ching ta giong nhw mot con
bwdm vay: cac con s6 m
n+ k
[ V2 giong nhu hinh hai ctia con buwdm, va doi xitng cua nhitng con s6
nay khi trao ddi V2 va —v2 thi ciing giéng nhw d6i xing cua con buwém
khi trdo doi hai canh ctaa n6 vay.

Tong quat hon, thay vi x* = 2 ching ta cé thé xét cac phwong trinh
khac theo bién x; chang han nhw phwong trinh bac ba: x* - x +1 = 0.
Néu cac nghiém ctia phwong trinh dang nay khong phai la cac s6 hivu ti
(nhu trong trwong hgp cua phwong trinh bén trén), thi ching ta c6 thé
gop ching vao hé thong so hitu ti. Ching ta cling c6 thé gop dong thoi
cac nghiém cua vai phuwong trinh nhw vay. Bang cach lam nhw thé,
ching ta thu dwoc rat nhiéu hé thong s6 khac nhau, hay nhw cach goi
ctia nha toan hoc, ching ta sé nhan dugc cdc truong sé. Tt “truong” &
day lién quan dén thuc té rang hé thong so6 nay la dong doi v6i cac phép
toan cong, tri, nhan va chia.

Ciling gidng nhu tredng s6 ma ta thu dwge bing cach gop thém V2
vao, mot truong so tong quat s& hitu nhitng doi xing twong thich véi
cac phép toan dé. Cac doéi xing ctia mot truong s6 cho trwde co thé ap
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dung lién tiép (hop thanh véi nhau), giong nhu nhitng doi xitng ctia mot
do6i twgng hinh hoc. Khi d6 sé chang c6 gi ngac nhién rang nhitng do6i
xtrng nay tao thanh mot nhom. Nhom nay dugce goi la nhém Galois cta
treong s6 do, dé vinh danh nha toan hoc Phéap Evariste Galois.
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Cau chuyén cua Galois la mot trong nhitng cau chuyén lang man
va mé hodc nhat vé cac nha toan hoc da tirng duwoc ké. La chang trai phi
thwong, anh da cé mot phat hién dot pha khi con rat tré. Va réi anh mat
trong mot cudc dau sung khi dang tudi hai muwoi. Cé nhiéu cach nhin
nhan khac nhau vé nguyén nhan ctia cudc dau sung, xdy ra vao ngay 31
thang 5 nam 1832: mot vai nguwdi ndi rang no6 co lién quan t¢i mot phu
nit, s6 khac lai n6i do la vi nhitng hoat dong chinh tri cia Galois. Chi
c6 diéu chac chan rang, anh rat quyét liét khi boc 16 cac quan diém
chinh tri ctia minh, va lam mat long rat nhiéu nguwoi trong quang doi
ngan ngui ay.

bung vao dém trwdc hom anh mat, trong can phong t6 m@ anh nén
gitta dém khuya, anh viét mdt cach dién cuéng va hoan tat ban thao
phac hoa nhitng y twéng vé tinh doi xitng ctia cac con so. Ve thuc chat,
do6 la bire thu tinh cta anh gt t6i nhan loai, trong do Galois chia sé v&i
ching ta nhitng phat minh gay sitng sot cia anh. That vay, nhitng nhém
doi xing ma Galois kham pha ra, ngay nay dugc mang tén anh, qua la
nhitng ky quan ctia thé gidi toan hoc, chang khéc gi cac kim ty thap cta
Ai Cap, hay vuon treo Babylon vay. Khac biét duy nhat la ching ta
khong phaéi di t6i luc dia khac, hay du hanh vwot thdi gian dé xem
ching. Ching & ngay tridc tam tay cta chung ta, bat ké ching ta dang
& dau. Va khong chi vé dep cua chiing day quyén rii, ma tiém nang ng
dung cua chiing trong thie té ciling rat to 16n.

Chao 0i, Galois da vugt trudc qua xa thoi dai cua minh. Nhitng y
twéng cta anh qua cdp tién t¢i mdc ban dau nhitng nguwdi duong thoi
khong thé hiéu noi. Cac bai bao ctia anh hai lan bi vién Han 1am Khoa
hoc Phap ttr choi, va phai mat gan nam mwoi nam sau thi cong trinh ay
mé&i dugc cong bd va danh gia cao bdi nhitng nha toan hoc khac. Tuy
nhién, ngay nay n6 dugc coi la mot trong nhitng reong cot cua toan hoc
hién dai.

Nhitng gi Galois da lam la dwa y twdng doi xing, von quen thudc
V@i tric quan cda ching ta trong hinh hoc, tGi tuyén tredc cta ly thuyét
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s0. Hon nita, anh con chi ra sitc manh dang kinh ngac cta déi xing.

Trudc Galois, cac nha toan hoc tap trung vao viéc tim kiém cong
thitc twvong minh cho nghiém cua cac phuong trinh nhe x* = 2 va x* —
x+1 =0, goi la cac phwong trinh da thitc. Bang buon thay, day chinh 1a
nhitng gi ching ta van dang phai hoc & treong pho thong, dau cho hai
tram nam da tr6i qua ké t* ngay Galois qua doi. Chang han, ching ta
budc phai ghi nhé cong thitc nghiém ctia phwong trinh bac hai tong
quat:

ax’ +bx+c=0

dugc biéu dién qua cac hé so a, b, c. Toi sé khong viét cong thic
ay ra day, dé khong phai nhac lai nhitng ky c khong may dé chiu. Tat
ca nhitng gi ma bay gid ching ta can biét la cong thitc d6 c6 chita can
thire.

Giong nhu vay, cling c6 mot cong thitc twong tw, nhwng phitc tap
hon, cho nghiém mot phwong trinh bac ba tong quat:

ax’ +bx’+cx+d=0

duwgc biéu dién qua cac hé so a, b, ¢, d, va c6 chita ca can thirc bac
ba. Nhiém vu gidi mot phwong trinh da thitc theo can thirc (tic la bao
gom cac phép cong, trtt, nhan, chia va khai can bac hai, bac ba) nhanh
chong tré nén ngay cang phic tap khi bac caa phuong trinh tang.

Cong thirc tong quat cho nghiém cua cac phwong trinh bac hai da
dugc biét dén bai nha toan hoc Ba Tw Al-Khwarizmi & thé ky 9 (twr
“algebra” - dai s6 - c6 ngudn goc tir “al-jabr”, xuat hién trong nhan dée
cuon sach cta 6ng). Cong thitc nghiém ctia phwong trinh bac ba, bac
bon da dwgc kham pha vao ntta dau thé ky 16. Mot cach tu nhién, doi
twong tiép theo sau do sé phai la phwong trinh bac nam. Truwéc Galois,
trong sudt ba tram nam, rat nhiéu nha toan hoc da v6 vong tim kiém
mot cong thitc cho phwong trinh bac ndm, ma khong cé két qua. Nhung
Galois nhan ra rang ho da dat sai van dé. Thay vi thé, anh néi, chiing ta
phai tdp trung vao cac nhéom doi xing cua trueong so thu duwgc bang

https://thuviensach.vn



cach gop cac nghiém ay vao treong cac sé hitu ti - do chinh la thit ma
ngay nay chung ta goi la nhom Galois.

Van dé mo ta nhém Galois héa ra lai dé hon van dé viét ra cong
thitc twong minh cho cac nghiém. Nguoi ta van c6 thé néi diéu gi doé co
y nghia vé nhom nay ma tham chi khong can phai biét cac nghiém cu
thé la gi. Va tir d6 ngudi ta cé thé suy ra cac thong tin quan trong veé
cac nghiém. Thyc té, Galois da chi ra dugc rang cong thitc nghiém biéu
dién qua cac can thitc (titc la bao gom cac phép toan cong, trir, nhan,
chia va khai can) ton tai néu va chi néu nhoém Galois twong tng cua
phwong trinh d6 c6 mot cau tric dac biét don gidn ma ngay nay cac nha
toan hoc goi do6 la nhom gidi dwoc. Boi v6i phuong trinh bac hai, bac
ba, bac bon thi nhitng nhém dé 1a luén gidi duwgc. Nhung Galois chi ra
rang nhém cac doi xing ctia mot phwong trinh bac nam dién hinh (hay
mot phuong trinh c6 bac cao hon) la khong gidi dwge. Biéu nay ngay
1ap tic cho thay rang khong cé cong thitc biéu dién cac nghiém theo
can thitc cho nhitng phwong trinh nhu thé. 22

To6i sé khong di sau vao chi tiét ctia phép chitng minh ay, nhung ta
hay xét mét so vi du vé nhom Galois dé gitip ban c6 y niém nhat dinh
vé nhitng nhom ay. Ching ta d@ mo td nhém Galois trong truong hop
phuong trinh x* = 2. Phwong trinh ndy c6 hai nghiém 1a v2 va —v2, va
ching da dugc gop vao truong cac so hitu ti. Nhom Galois cia truong
s0 thu dugc® bao gom hai phan ti: phan t* don vi va doi xing trao doi
V2 va /2.

Vi du tiép theo ctia ching ta la xét phwong trinh bac ba & trén va
gid dinh rdng cac hé s6 ctia n6 la cac s6 hitu ti, nhung ca ba nghiém cta
n6 déu la vo ti. Sau d6 ching ta sé xdy dyng mot treong s6 méi bang
cach gop cac nghiém nay vao truong so hitu ti. Viéc nay cling giong
nhv cho thém ba thanh phan khac nhau vao céc tra ctia ta vay: cho
thém mot cuc dwong, mot chit sita, va mot thia day mat ong. Dwéi bat
ky doi xing nao cua trudng nay (coc tra v4i ba thanh phan mdéi thém
vao), phwong trinh bac ba khong thay déi bdi vi cac hé s6 ctia n6 1a cac
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sO hitu ti, nhitng s6 duwgc bao toan bdi cac d6i xitng. Do vay moi
nghiém cta phuong trinh bac ba (mot trong ba thanh phan) phai duoc
bién d6i thanh mot nghiém khac. Nhan xét nay cho phép ching ta mo6 ta
nhom Galois cac dbi xitng cua trueong so nay theo cac hoan vi cta ba
nghiém. Diém quan trong la ching ta da c6 dugc mo ta nay ma khong
can phai viét ra mot cong thirc nao cho cac nghiém ca.2

Twong tw nhu vay, nhom Galois ctia cac doi xing trong truong so,
thu dwgc bang cach gop tat ca cac nghiém cta mot phuwong trinh da
thitc bat ky vao treong sé hitu ti, c6 thé dugc mo ta theo cac hoan vi
ctiia cac nghiém ay (mot phwong trinh bac n sé ¢6 n nghiém phan biét
va khong hitu ti). Bang cach nay ching ta c6 thé suy ra rat nhiéu thong
tin vé phwong trinh ma khong phai biéu dién cac nghiém theo cac hé
50.14

Cong trinh ctia Galois la mot vi du tuyét voi cho sttc manh cua
nhan thitc todn hoc sau sac. Galois khéng giai bai todn tim cong thirc
nghiém cho cac phwong trinh theo 16i mon cli. Anh da dot pha dugc
van dé ay! Anh phéat biéu lai n6, bé va uén cong no, réi nhin nhan né
duwéi anh sang hoan toan khac. Tam nhin tuyét voi cia anh da lam thay
d6i vinh vién 16i suy nghi cia con ngudi vé nhitng con sd va cac
phuong trinh.

Va roi, 150 nam sau, Langlands lai dva nhitng y twédng nay di xa
hon nita. Nam 1967, 6ng dwa ra nhitng nhan thitc sdu sac mang tinh
cach mang gan ly thuyét cdc nhom Galois v6i mot linh viee khac cta
toan hoc goi la gidi tich diéu hoa. Hai linh viyc nay, twéng nhuw cach xa
nhau nhiéu nam anh sang, hoa ra lai lién quan khang khit v4i nhau. Sau
doé, & tudi ba muoi, Langlands da tong két nhitng y twéng ctia ong trong
mot 1a thw gii cho nha toan hoc noéi tiéng André Weil. Ban sao cua biic
thw nay dugce lan truyén rong rai trong cong dong toan hoc & thoi diém
dé.“ Piéu dang lvu y la may 10i phi 16 gti kém theo bitc thw dugc viét
v&i nhitng 16i 18 rat khiém nhuwong:
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Thwa Giao sw Weil: dé dap lai 10i mai dén ndi chuyén ctia 6ng, t6i viét mot 14 thu gii kem theo
day. Sau khi viét xong t6i nhan ra rang gan nhw khong c6 khang dinh nao trong dé ma t6i chac
chan ca. T6i sé danh gia rat cao néu nhw 6ng san long doc né nhw mot tw bién thuén tdy; con

khong thi né chi la mot ndm gidy 16n - t6i chdc 6ng da cé san mot thiing rac.

Do la sy khdi dau cho mot 1y thuyét dot pha lam thay doi mai mai
cach suy nghi cua ching ta vé toan hoc. Va thé la Chuwong trinh
Langlands dugc khai sinh.

Mot vai thé hé cac nha toan hoc da danh ca cudc doi dé giai quyét
cac van dé ma Langlands dat ra. Vay diéu gi truyén cho ho cam hiing
manh mé dén nhw vay? Cau tra 10i sé dén trong chuwong tiép theo.

@ Chu y rang ¢ day va veé sau t0i sé stt dung mot dau triv (mot nét
gach ngang) dé biéu dién s6 nguyén am, chit khong phai la mot dau
gach noi tiép. Diéu nay phu hgp vdi ky hiéu todn hoc chuan. Thuc té,
khong c6 gi khac biét gitta chiing vi— N =0 — N.
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Chuong 8
NHUNG CON SO THAN KY

Khi bat dau néi vé cac doi xing trong chwong 2, ching ta nhan thay
rang cac biéu dién ctia nhém c6 tén la SU(3) chi phoi hanh vi cia cac
hat co ban. Trong tam cua Chwong trinh Langlands ciing la vé cac biéu
dién ctia m6t nhém, nhing & day la nhom Galois gom céac doi xitng cta
mot treong so kiéu nhu ta da thao luan & chwong triedc. Héa ra cac biéu
dién nay lai tao thanh “ma nguon” cta mot trudng s6, mang tat ca
nhitng thong tin can ban vé cac con so.

Y twéng phi thudng cta Langlands d6 1a chiing ta c6 thé trich xuat
dugc nhitng thong tin nay tir cac doi twgng c6 ban chat hoan toan khac:
dé la cac ham ty dang cau, xuat hién trong mot linh vic toan hoc khac
goi la giai tich diéu hoa. GOc ré cua gidi tich diéu hoa nam & viéc
nghién citu vé cac hoa am, nhitng séng am co ban c6 tan so la bdi cia
nhau. Y twéng & day la: mot séng am téng quat 1a chong chét ctia cac
hoa am, twong ty nhw am thanh ctia m6t ban giao huwéng la chong chat
cta nhitng hoa am twong ng véi cac not dugc choi béi nhiéu nhac cu
khac nhau. Vé mat toan hoc, diéu nay cé nghia la biéu dién mot ham
cho tréc nhw chong chét cia cac ham s6 m6 ta hoa am, chang han nhw
cac ham lwgng gidac quen thudc sin va cos. Cac ham ty dang cau la
phién ban phitc tap hon cta cac ham diéu hoa quen thugc do. Ching ta
c6 cac phuong phap gidi tich manh dé thyc hién nhitng tinh toan véi
cac ham ty dang cdu. Va tam nhin sdu sac dang kinh ngac cua
Langlands chinh la chiing ta c6 thé st dung cac ham nay dé nghién citu
nhitng van dé kho hon nhiéu trong ly thuyét s6. Bang cach nay, ching
ta c6 thé tim thay sy hai hoa an gidu ctia cac con sé.
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Toi da viét trong phan Loi n6i dau rang mot trong nhitng chirc
nang chinh cta toan hoc la sap xép thong tin, hay nhuw Langlands néi 13,
“tao Ta trat ty ti nhitng th¢ twong nhw hén loan”. Y twéng cua
Langlands qua that la vo cung tdo bao vi né gitip sap xép cac dir liéu
twong nhw hon don trong ly thuyét s6 thanh cac mau hinh cé quy luat,
day dé6i xing va hai hoa.

Néu chung ta nghi vé cac linh vic khac nhau trong toan hoc nhw
nhitng luc dia, thi ly thuyét s6 sé giong nhw Bac My va giai tich diéu
hoa 13 chau Au. Qua nhiéu ndm, cang ngdy ching ta cang ton it thoi
gian hon dé di tir luc dia nay sang luc dia khac. Néu trudc kia phai mat
nhiéu ngay troi vGi tau thay, thi hién thoi chi mat vai gio véi may bay.
Nhung hdy twdng twgng rdang c6 mot cong nghé mdi duge sang tao ra
cho phép ching ta di chuyén titc thoi tir bat ky noi nao thuoc Bac My
dén bat ky noi ndo & chau Au thi né ciing twong dwong véi nhitng két
n6i dugc Langlands kham pha ra.

T6i sé mo6 td mot trong nhitng két n6i ngoan muc, lién quan chat
ché t6i Binh ly cudi cung ctia Fermat ma chiing ta da nhac t6i ¢ chuwong
6.

Dinh 1y cudi ciing ctia Fermat dwoc phat biéu don gian dén mic dé
gay hiéu nham. N6 phat biéu rang khong c6 cac s6 ty nhién x, y, z nao
la nghiém cua phuong trinh:

X'+y =z'néun>2

Nhuw t6i da viét, két qua nay dwgc nha todn hoc ngwoi Phap Pierre
de Fermat phéng doan hon 350 nam trwdc, vao ndm 1637. Fermat viét
trén 1é ctia mot cudn sach c6 ma o6ng dang doc, rang 6ng da tim dwoc
mot phép chitng minh “thyc sy tuyét voi” cho ménh dé nay nhung vi
“lé sach qua nhoé nén khong thé viét ra dwgc.” Ta c6 thé goi né la mot
chitng minh kiéu Twitter & thé ky 17: “T6i da tim thdy mot chitng minh
tuyét voi cho dinh 1y nay, nhung that khong may t6i khong thé viét n6
ra & day vi n6 dai hon mot tram bon mwadi chara” - xin 16i, hét chd mat
10i.
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Chang may ai nghi ng0 rang Fermat da sai lam. Phai mat dén 350
nam sau ching ta m@i tim duwgc chitng minh thyc sy, va né phirc tap
kinh khting. Chithg minh ay bao gom hai budc chinh: dau tién, nam
1986, Ken Ribet chi ra rang Pinh ly cudi cung cua Fermat c6 thé suy ra
dwgc tr cai goi la gia thuyét Shimura-Taniy ama-Weil.

(Co I8¢, t6i nén chu thich & day rang mot gia thuyét toan hoc la mot
ménh dé duoc ky vong la sé ding, nhung chwa cé ai chitng minh dwoc
ca. Mot khi ta chitng minh dwgc, gia thuyét ay sé trd thanh dinh 1y“).

biéu ma Ken Ribet chi ra d6 la néu ton tai cac so ty nhién x, y, z la
nghiém cua phuwong trinh Fermat, thi, stt dung cac sé nay, ta c6 thé 1ap
dwgc mot phuwong trinh cubic nao dé, ma n6é c6 mot tinh chat trai véi
gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil (Duwéi day toi sé giai thich phwong
trinh ay la gi va tinh chat 4y ra sao). Nhw vay, néu ching ta biét rang
gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil la ding, thi phwong trinh nay khong
thé ton tai. Nhung khi dy thi cling khong ton tai nghiém x, y, z cia
phuong trinh Fermat.*

Hay tam dirng lai mot phit dé kiém tra lai logic cia suy luan nay
lan nita. D€ chitng minh Pinh ly cudi cing cta Fermat, ching ta gia st
rang no sai; tirc la ta gid dinh ton tai cac s6 tw nhién x, y, z sao cho
phuong trinh Fermat dwgc nghiém dung. Sau do, chung ta gan cho cac
s0 nay mot phwong trinh cubic, nhuwng héa ra phwong trinh nay lai c6
mot tinh chat khong mong mudén nao dé. Gia thuyét Shimura-
Taniyama-Weil cho chiing ta biét rang mot phwong trinh nhuw thé khong
thé ton tai. Nhung khi dé cac so x, y, z cling khong thé ton tai. Va nhw
vay phuong trinh Fermat khong thé c6 nghiém. Do d6 Binh ly cubi
cung cua Fermat la ding! Lwgc do chitng minh duwgce vé nhw & bang
duwéi day (ta viét tat “DPinh 1y cudi cung cia Fermat” la FLT, va “gia
thuyét Shimura-Taniyama- Weil” 1a STWC):
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there exist x, v,z a cubic
FlTisfalse] = S

solving the equation equation

STWC  |this cubic equation 1,9,2 solving the
cannot exist equation cannot exist

FLT sai => Ton tai la nghiém cua phwong trinh Fermat => Mot

STWC => Phwong trinh cubic nay khong ton tai => Khong ton tai la nghiém ctia phirong

rinh Fermat]

Loai suy luan nay dugc goi la chitng minh bdng phdn chirng.
Chung ta bat dau véi ménh dé trai nguwgc véi ménh dé can chitng minh
(trong treong hgp nay, dé la ménh dé phat biéu rang ton tai cac so tu
nhién x, y, z la nghiém cta phwong trinh Fermat, trdi nguwgc vGi diéu
ching ta mubén chitng minh). Néu, sau mot chu6i nhitng suy luan,
ching ta di t6i mot ménh dé c6 thé chitng minh dugc la sai (trong
treong hop ta dang xét la sy ton tai cia mGt phuwong trinh cubic trai vai
gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil), thi ching ta c6 thé két luan rang
ménh dé ma ching ta néu ra ban dau la sai. Do d6 ménh dé ma ta can
chitng minh (BPinh 1y cu6i cung cia Fermat) la ding.

Viéc con lai can lam dé x4ac nhan Dinh ly cudi cing cta Fermat la
chitng minh rang gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil ding. Khi da hiéu
10 diéu nay (nam 1986, sau cong trinh cua Ribet), ngwoi ta dé xo di tim
cach chitng minh gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil.

Qua nhiéu nam, mot vai chitng minh dwgc cong bo, nhuwng nhitng
phan tich sau do6 chi ra rang cac chitng minh ay déu c6 nhitng sai lam
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hay 16 hong 16n. Nam 1993, Andrew Wiles khang dinh rang o6ng da
chithg minh dwogc gia thuyét nay, nhung chi vai thang sau ngwoi ta lai
tim thay 16 hong trong chitng minh ay. Trong mot thdi gian ngan, nguwdoi
ta twdng rang chitng minh ctia 6ng sé duwgc nhé dén cung vaGi rat nhiéu
nhitng “phi chithg minh” ndi tiéng khac, trong d6 cac 16 hong duwgc
phat hién nhung khong bao gio 1ap hét dugc.

That may man, Wiles c6 thé 1ap day 16 hong ctia 6ng trong mot
nam, vGi su gitp dd cia mot nha toan hoc khac la Richard Taylor. Ho
da cung nhau hoan thién phép ching minh.*® Trong mot bo phim tai
liéu tuyét voi vé Dinh ly cudi cing ctia Fermat, Wiles rat xiuc dong khi
ké lai thoi khac nay, va ban c6 thé hinh dung dugc nhitng trai nghiém
dau don ma ong da phai trai qua.

Nhw vay, gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil la két qua then chét trong
viéc chitng minh DPinh ly cudi cung cia Fermat. N6 ciing c6 thé duwgc
xem nhv mot treong hgp ddc biét cia Chuwong trinh Langlands, va do
dé n6é cung cap mot minh hoa tuyét voi cho nhitng moi lién két bat ngo
dugc tién doan bgi Chuong trinh Langlands.

Gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil la mot ménh dé vé cac dang
phuwong trinh xac dinh. Thyc té€ phan 16n toan hoc la vé viéc gidi cac
phuong trinh. Chiing ta mu6n biét rang liéu mot phwong trinh da cho cé
nghiém trong mot mién cho tredc hay khong; néu cd, thi liéu ching ta
c6 thé tim dugc mot nghiém khong? Néu cé vai nghiém, thi cu thé so
nghiém la bao nhiéu? Tai sao mot s6 phuwong trinh lai c6 nghiém va so
khac thi khong?

Trong chwong tredce chiing ta da néi vé cac phuwong trinh da thitc
mot bién, nhu x* = 2. Dinh 1y cudi cung cia Fermat la mot phwong trinh
ba bién x" + y* = z". Va gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil la vé mot
16p cac phuong trinh dai s6 hai bién, nhw phwong trinh sau:

yz_l_y:Xs_Xz
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Mot nghiém cda phuwong trinh nay 1a mot cap so (x, y) sao cho vé trai
bang vGi vé phai.

Nhung ching ta muén x, y la nhitng sé thudc loai nao? Cé vai s
lwa chon: mét kha nang dé la x, y 1a cac so ty nhién, hay cac s6 nguyén.
Kha nang khac dé la cac so6 hitu ti. Ching ta cling c6 thé tim nghiém x,
y la cac so6 thuc, hay tham chi 1a cac s6 phitc - ta sé thdo luan chi tiét
hon vé s lva chon nay trong chwong sau.

Thuc té héa ra 1a con c6 mot lwa chon ntta, it hién nhién hon
nhung quan trong khong kém: dé la cac nghiém x, y theo “modun N”,
v&i N 1a mot s6 tw nhién c6 dinh nao d6. Diéu nay cé nghia la ta phai
tim cac s6 nguyén x, y sao cho khi thay vao hai vé cia phwong trinh
(hodc hiéu cta hai vé do) ta sé nhan dugc mot s6 chia hét cho N.

Chang han, hay th tim cac nghiém theo modun N = 5. C6 mot
nghiém hién nhién la x = 0, y = 0. Va con c6 ba nghiém khéc, hoi it
hién nhién hon: x = 0, y = 4, la m6t nghiém theo modun 5 béi vi vé trai
la 20 va vé phdi la 0. Hiéu ctia vé trai va vé phai la 20, mot s6 chia hét
cho 5. Do vay no thyc sy la mot nghiém theo modun 5 cuia phuong
trinh dang xét. Bang suy luadn twong tv, x = 1,y =0vax =1,y =4
cling la nghiém theo modun 5.

Chung ta cling da thao luan vé loai s6 hoc nay trong chuwong 2 khi
néi vé nhom cac phép quay ctia mét chiéc ban tron. Sau do ta thay rang
phép cong cac goc cling da dugc tinh theo “modun 360”. Tic 1a, néu
két qua ctia phép cong cua hai goc 16n hon 360°, ching ta sé trir di 360
dé dwa no6 vé khoang tir 0 dén 360°. Chang han, phép quay theo mot
goc 450° thi cling giong nhw phép quay theo géc 90°, bai vi 450 - 360
=90.

Chung ta cling gap kiéu s6 hoc nay khi st dung dong hé. Néu
chuing ta bat dau lam viéc Iic 10h va lam viéc trong 8 gid thi khi nao ta
sé két thic cong viéc? Tot thoi, ta biét rang 10 + 8 = 18, do vay sé la ty
nhién khi néi rang: “Ching ta sé nghi lic 18h.” Pay la m6t cau noi
hoan hao & Phap, vi ho danh s6 gio gidc theo cac so tir 0 dén 24 (thuc
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ra cling khong hoan hado lam, vi & Phap mot ngay lam viéc chi gigi han
trong 7 gio lam viéc ma thoi). Nhung & My, ching ta néi: “Chung ta sé
nghi lic 6h t6i.” Bang cach nao ma ta thu dugc s6 6 tir 18? Ta da trit n6
cho 12: 18 - 12 =6.

Nhu vay, ta st dung ciing mot y twéng vGi gio gidc nhu vGi cac
goc. Trong trvong hop dau, chiung ta thyc hién phép cong theo “modun
360”. Trong truong hgp thit hai, ta thuc hién phép cong theo “modun
127,

Giong nhw vay, ching ta c6 thé st dung phép cong theo modun
mot so tw nhién N bat ky. Xét tap hop tat ca cac so lién tiép tir 0 dén N
—1:

{0,1,2,...N-2,N-1}

Néu N = 12, day la tap hgp cac gio. N6i chung, néu thay vai tro
cta s6 12 bang s6 N, thi khong phdai 12 dwa chung ta trd lai vé 0, ma la
N.

Ta dinh nghia phép cong trén tap hgp cac s6 nay cling giong nhuw
do6i vaGi gio. Cho truede hai so bat ky trong tap hgp nay, ta cong chiing
lai, va néu tong do6 16n hon N, thi ta trt né cho N dé thu duwgc mét s6
trong cung tap hgp. Quy tac nay bién tap hgp ay thanh mét nhom. Phan
t* don vi trong nhom la s6 0: cong n6 vGi bat ky s6 nao ciling khong
lam thay doi s6 do6. Thyc vay, ta c6 n + 0 = n. Va véi bat ky s6 n nao
trong tap hop nay, “nghich dao cong tinh” ciané la N — n, béi vin +
(N —n) = N, s0 ciing bang 0 theo quy tac ctia chung ta.

Chang han, lay N = 3. Ta sé c6 tap hgp {0, 1, 2} va phép cong theo
modun 3. Chang han, ta c6:

2 +2 =1 theo modun 3
trong hé thong nay, vi 2 + 2 = 4, nhung vi 4 = 3 + 1, nén 4 ciling bang
v6i 1 theo modun 3.

Vay nén néu ai dé néi vdi ban “2 cong véi 2 bang 4” dé chi ra mot
su that ai cling biét, bay gio ban c6 thé no6i (véi mot nu cwdi chiéu co,
néu ban thich): “A, thyc ra thi dieu d6 khong phai lic nao ciing ding.”
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Va néu ho dé nghi ban giai thich xem ban c6 y gi, ban c6 thé néi véi
ho, “Néu ban thwc hién phép cong theo modun 3, thi 2 cong véi 2 bang
1.”

Cho truwdce hai s6 bat ky thudc tap hop trén, ta cling c6 thé nhan
ching. Két qua thu dwoc tr phép nhan c6 thé khong nam gitta 0 va N —
1, nhung sé c6 mot s6 duy nhat nam trong khodng nay nhung sé khac
v6i két qua thu dugce tir phép nhan thong thwong mot so chia hét cho N.
Tuy nhién, noi chung, tap hop {1,2,..., N — 1} khong phai la m6t nhom
doi véi phép nhan. Ching ta ciing c6 phan tv don vi: s6 1. Nhung
khong phdi phan tt nao ciing cé nghich dao theo modun N. Biéu nay
xdy ra néu va chi néu N la mot s6 nguyén to, titc 1a, mét s6 khong chia
hét cho s6 ti nhién nao ngoai 1 va chinh n6.2

Mot vai so nguyén td dau tién la 2, 3, 5, 7, 11, 13... (theo thong 1€
sO 1 bi loai bé khoi day nay). Cac so ty nhién chan, ngoai triv 2, déu
khong phai 1a s6 nguyén t6, vi ching chia hét cho 2, va 9 cling khong
phai 1a s6 nguyén t6, bdi vi né chia hét cho 3. Thuc té€ c6 v6 han s6
nguyeén td - bat ké mdt s6 nguyeén td c6 16n t6i cd nao thi cling c6 so
nguyén td 16n hon né.*2 Cac s6 nguyén t6, do khong thé chia nhé hon
dwgc nita, 1a nhitng hat co ban cuia thé gigi cac so tw nhién; thye té moi
sO tw nhién khac c6 thé viét dudi dang tich cia cac s6 nguyén to theo
mot cach duy nhat. Chang han, 60 = 2.2.3.5.

Ta hay thit c6 dinh mé6t s6 nguyén t6. Nhw thwong 1€, ta ky hiéu né
la p. Xét tap hop tat ca cac s6 ty nhién lién tiép nam gitta 0 va p — 1; tirc
la:

{0,1,2,...,p—-1,p—-1}
Va xét hai phép toan trén tap hgp nay: phép cong va phép nhan theo
modun p.

Nhu da thay & trén, tap hgp nay la mot nhém vaGi phép cong theo
modun p. Piéu tham chi con tha vi hon nita 1a néu ta bo di phan tr 0 va
xét tap hgp cac so tw nhién lién tiép nam gitta 1 va p — 1 tirc la {1,2,...,
p — 1}, ta sé thu dwgc m6t nhém vai phép nhan theo modun p. Phan t
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1 1a phan t& don vi theo phép nhan (diéu nay la ro rang), va to6i khang
dinh rang bat ky s6 tw nhién nao nam gitta 1 va p — 1 cling cé nghich
déo doi va&i phép nhan.
Chang han, v6i p = 5, ta thiy rang:
2.3 =1 theo modun 5

4.4 = 1 theo modun 5
do vay nghich ddo doi v&i phép nhan ctia 2 theo modun 5 la 3, va 4 la
nghich ddo cta chinh né theo modun 5. Thyc té thi hoa ra diéu nay
cling dung trong treong hop tong quat.22

Trong doi song hang ngay, chiing ta thwong st dung cac s6 nguyén
hodc cdc phan sd. Doi khi ta cling st dung cac sd nhw V2. Nhung bay
gio ching ta da kham pha ra m6t hé thong s6 mdi vGi ban chat hoan
toan khac: tap hitu han cac sé {0,1,2,...,p— 2, p — 1} vGi p la mot sb
nguyeén to, trén do6 ching ta da c6 quy tac cho phép nhan va phép cong
theo modun p. N6 dwgc goi la trirong hitu han véi p phan tt. Nhitng
treong hitu han nay tao thanh mot quan ddo quan trong trong thé gidi
cac con s0 - mot thé gigi ma that khong may da s6 ching ta déu khong
nghe noi vé sy tén tai ctia no.

Mac du cac hé thong so nay trong cé vé rat khac véi nhitng hé
thong s6 ma ching ta da quen thudc nhu la cac s6 hitu ti, nhung chiing
lai c6 cung nhitng tinh chat n6i bat: ching la déng do6i véi cac phép
todan nhuw cong, trit, nhan va chia.®! Ba&i vay, moi thit ching ta c6 thé
lam vGi cac so hitu ti thi cling c6 thé lam dwgc véi nhitng treong hitu
han nhin kha xa la dé.

Thuc ra, chiung cling khong phai la qua xa la, vi chung da co
nhitng ng dung quan trong - dang chu y nhat la trong ly thuyét mat
ma. Khi ching ta thyc hién mua ban tric tuyén va nhap ma thé thanh
toan, s6 nay dwgc ma hoa bang cach st dung s6 hoc theo modun cac s6
nguyén t6, né bi chi phdéi bdi cac phuwong trinh cling rat giong vai
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phuong trinh ta da xét trén kia (xem mo ta cta thuat toan ma hoa RSA
trong chu thich 7, chwong 14 & cudi sach).

Gio ta hday quay tr¢ lai phwong trinh cubic:

yty=x-x

ma chung ta da xét & trén. Ta hdy tim nghiém cua phuong trinh nay
theo modun p, v&i cac s6 nguyén t6 p khac nhau. Chang han, ching ta
da thiy rang phuwong trinh trén c6 4 nghiém theo modun 5. Nhung chu
y rang cac nghiém theo modun p = 5 khong nhat thiét phdi la nghiém
theo modun céac s6 nguyén t6 khac (chang han p = 7, hay p = 11). Do
vay, nhitng nghiém nay phu thudc vao s6 nguyén t6 p ma theo modun p
ta thyre hién cac phép tinh sé hoc.

Cau héi dat ra tiép theo dé la: so6 cac nghiém ctia phuwong trinh,
theo modun p, phu thudc vao p nhv thé nao? Néu p nho, ching ta cé
thé dém chiing mot cach twong minh (c6 1€, véi sy trg gitup ciia mot
chiéc may tinh nita), do vay ching ta cé thé bién soan mét bang nho
nho.

Da c6 dao cac nha toan hoc biét rang s6 nghiém ctia mét phuong
trinh dang nay theo modun p khoang chirng bang véi p. Ky hiéu “do
hut”, tic hiéu s6 gitta s6 nghiém thyc sy cua phwong trinh vdi s6
nghiém trong doi (titc 1a p), 1a a . Diéu nay c6 nghia la s6 nghiém cua
phuong trinh trén theo modun p 1a p — a. B6i v6i mot p da cho, s6 a, c6
thé am hodc dwong. Chang han, ta da thay & trén rang vGi p = 5, thi cé
4 nghiém. Vi4=5-1,tacoa, = 1.

Ta c6 thé tim s6 a, v6i cac sO nguyén t6 nho nhd mot mdy tinh.
Chung trong c6 vé ngau nhién. Dwong nhue khong c6 mét cong thirc
hay mot quy tac tw nhién nao cho phép ching ta tinh dwgc ching. Toi
té hon nita, cac tinh todn nhanh chéng tré nén hét sirc phitc tap.

Nhung sé ra sao néu toi néi v6i ban rang thuc ra c6 mot quy tac
don gidn sinh ra toan bg cac s6 a ?
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Trong treong hop ban van con ban khoan ty hoi t6i ¢6 y gi khi néi
dén mot “quy tac” phat sinh ra cac con so kia, thi hdy thit quan sat mot
day so6 quen thudc hon, dugc biét dén dudi cai tén day Fibonacci:

1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34,...

Puoc dit theo tén nha todn hoc Y, ngudi da gi6i thiéu né trong
cudn sach duwgce xudt ban nam 1202 (dwa trén mét mot bai toan veé su
giao phoi cna loai tho, la that), cac s6 Fibonacci xudt hién pho bién
trong tw nhién: ti sy sap xép canh hoa cho t6i cac mat trén than ctia qua
di¥a. Chung ciling c6 rat nhiéu &ng dung, nhv “thodi lui gia Fibonacci”
trong nhitng phan tich mang tinh k¥ thuat caa giao dich chitng khoan.

Cac s6 Fibonacci duge dinh nghia nhu sau: 2 s6 dau bang 1. Moi
soO tiép theo bang tong cta 2 s6 Fibonacci ding trvdc nd. Chang han 2
=1+1,3=2+1,5=3+ 2, v.v. Néu chung ta ky hiéu so6 Fibonacci thit
nlaF,thitacoF =1,F, =1 va:

F=F +F_véin>2.

Vé nguyén tac, quy tac nay cho phép ching ta tim dugc so
Fibonacci thit n,véi n bat ky. Nhung dé lam dwgc diéu nay, ching ta
phdi tim dwgrc tat ca cac so Fibonacci F, v6ii chay tir 1 dénn — 1.

Tuy nhién, héa ra nhitng con s6 nay ciing c6 thé dwgc phat sinh
theo cach sau. Xét chudi:

q+q@*+*q)*rq@+qr+al@+q)y+aqq+q)+..
Mo ta bang 10i nhu sau: nhan mét bién g bat ky vdi tong cua tat ca cac
lily thira cda biéu thitc g + g% Néu pha ngodc, ta sé thu dwgc mot chuoi
vO han, ma nhitng s6 hang dau tién cta né la:
q+q+2¢ +3q +5q¢ +8q +13q +...

Chang han, hay tinh téng s6 hang chita g°. N6 chi c6 thé xuat hién
trong q, q(q + q¢*) va q(q + ¢*). (Thuc té, tat ca cac biéu thitc khac xuat
hién trong téng ban dau, vi du nhw q(q + g°)°, sé chi chita l{iy thira cta
q vGi s6 mii 16n hon ba.) S6 hang dau tién trong chudi ndi trén khong
chita ¢, va trong hai s6 hang tiép theo, moéi s6 hang chita mé6t g*. Tong
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cong ta c6 2¢g°. Twong ty nhu vay chung ta thu dwgc cac s6 hang khac
caa chuoi.

Phan tich cac s6 hang dau tién cua chuoi nay, ta thdy rang véi n
nam gitta 1 va 7, cac hé sb caa q" 1a s6 Fibonacci tht n titc F. Chang
han, ching ta c6 s6 hang 13q’va F, =13. Héa ra diéu nay ciling ding vé&i
moi n. Vi ly do do, cac nha toan hoc goi chuoi vo han trén la ham sinh
cua day Fibonacci.

Ham s6 dang chu y nay c6 thé dugc st dung dé dwa ra mot cong
thitc hiéu qua cho viéc tinh s6 Fibonacci thit n ma khong phai dwa trén
cac s6 Fibonacci ding trede nd.22 Nhung tham chi khi gat khia canh
tinh todn sang mot bén, ham sinh nay con cé thém mét gia tri dang ké
khac: thay vi dwa ra mot tha tuc truy hoi phu thuéc vao cac so6 hang
khac trong day, ham sinh cho phép thay dwgc tat ca cac s6 Fibonacci
cung mot lac.

Bay gio hdy cung quay trd lai v6i s6 a, dém s6 nghiém cua phuong
trinh cubic theo modun cac s6 nguyén t6. Hay nghi vé cac s6 nay twong
tw nhw cdc s6 Fibonacci (b qua thyc t€ rdng cac s6 a, dugc danh s
theo cac s6 nguyén t6 p con F thi dwgce danh s6 bang tit ca cac so tw
nhién n).

That kho dé tin rang cling c6 mot quy tac sinh ra tat ca cac sé nay.
Thé nhung nha toan hoc ngwoi Birc Martin Eichler da kham pha ra mot
quy tac nhu thé vao nam 1954.2 Cu thé, xét ham sinh sau:

Q1 -qfd-q P -qrd -q ¥ -q)d - ¢ > - gy - q*)...

Dién dat bang 1oi thi day la g nhan véi tich cta cac nhan t c6
dang (1 — q)*)’ trong d6 a c6 dang n va 11n, v6in = 1, 2, 3,... St dung
cac hang dang thic:

(1 _q)z — 1_2q + qz, (l_qu)z — 1_2q11 + qzz’“'
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r6i nhan cac nhan t* nay véi nhau. Sau khi rit gon va gop cac s6 hang
dong dang lai, ta sé thu dwgc mot tong vo han, bat dau nhu sau:

q_2q2_q3 + 2q4 + qS + 2q6_2q7_2q9_2q10 + q11_2q12 + 4q13 +.“

va dau ba cham dé chi cac s6 hang v&i s6 mii cia g 16n hon 13. Mac du
chudi nay la vo han, nhwng moi hé s6 caa chuoi lai rat xac dinh bai vi
né duwgc xac lap béi mot s6 hitu han cac thitra so6 trong tich & trén. Ta ky
hiéu hé s6 caa g"1a b . Khi d6 ta c6 cac hé s6 b, = 1,b, = -2,b, = —1,b,
= 2,b, =1, v.v. C6 thé dé dang tinh dugc cac hé s6 nay bang tay hodc s
dung mot may tinh.

Hiéu biét sau sac dén kinh ngac ctia Eichler d6 la d6i véi moi so
nguyen t6 p, hé s6 a, bang b . Noi cach khac,a,=b,a,=b,a,=b, v.v

Chang han, hay tht kiém tra, xem két qua nay c6é ding khong khi
p = 5. Trong treong hgp nay, nhin vao ham sinh ta thay rang hé so cta
q’1a b, = 1. Mat khéc, & trén ta da thdy rang phuwong trinh cubic cua ta
c6 bon nghiém theo modun p = 5. B6i vady a. =5 -4 =1, va do vay a,
=b.

Chung ta da bat dau vGi mot bai toan nhin c6 vé nhu cuc ky phiic
tap: do la dém s6 nghiém cua phwong trinh cubic,

yty=x-x

theo modun p, v&i moi sé nguyén t6 p. Nhung r6i, tat ca cac thong tin

vé bai toan nay dugc chita chi trong mot dong:

q1-qrd -q )y -¢rd -qg yd - ¢y -qryd -q’ra -q“y ...

Dong duy nhat nay la mét ma bi mat chita toan bo thong tin vé s6 cac
nghiém cta phwong trinh cubic theo modun tat ca cac s6 nguyén to.
Mot sy twong tu hitu ich khac, do la coi cac phuwong trinh cubic
nht mot co quan sinh hoc phtrc tap, va cac nghiém cua né nhu nhitng
dac diém khac nhau ctia co quan nay. Ching ta biét rang tat ca nhitng
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ddc diém do6 duwgc ma hoa trong phan tt ADN. Gidng nhu vay, toan bd
sy phitc tap cua phwong trinh cubic hoéa ra lai dwgc ma hoa trong mot
ham sinh, ham nay cé thé coi nhw la ADN cia phwong trinh. Hon nita,
ham nay dwoc xac dinh bdi mot quy tac don gian.

biéu tham chi con thu vi hon dé la néu g 1a mot sé c6 gia tri tuyét
do6i nho hon 1, thi téng v6 han trén sé hoi tu vé mot s6 xac dinh. Nhw
vay, ta sé nhan dwgc mot ham so6 theo bién g, va ham nay hoa ra lai cé
mot tinh chat dac biét twong tw vdi tinh chat tuan hoan cta cac ham
lwgng giac sin va cos quen thudc.

Ham s6 sin(x), la tuan hoan v@i chu ky 2m, tic la sin (x+2mn) =
sin(x). Nhung lic d6 cling c6 sin (x+4m) = sin (x) va tong quat hon sin
(x+2mn) = sin(x) v6i n la s6 nguyén bat ky. C6 thé nghi vé tinh chat nay
nhu sau: moi s6 nguyén n tao thanh mét doi xing cta dwong thang x:
moi diém x trén duong thang d6é dwgce dich t6i diém x + 2nn. Bai vay,
nhom tat ca cac s6 nguyén dugc thye hién nhw 1a mét nhom déi xing
cta duong thang. Tinh tuan hoan ctia ham sin nghia la ham nay c6 tinh
bat bién d6i véi nhém doé.

Ciing giong nhu thé, ham sinh Eichler theo bién g noéi téi & trén
héa ra cfing bat bién déi véi mot nhém ddi xitng nao dé. O day ta sé coi
g la mot s6 phitc chi khong phai 1a mot s6 thwe (ching ta sé thao luan
vé chu dé nay trong chuwong sau). Khi do ta c6 thé coi g khong phai la
mot diém trén mot dwong thang, nhu trong tredng hop ctia ham sin, ma
la mot diém trong dia don vi trén mat phang phitc. Tinh chat doi xing
cling twong tw nhw vay: trén dia nay, c6 mot nhém doi xing va ham
sinh ctia chuing ta la bat bién doi véi nhom nay.2! Mgt ham sinh vd&i tinh
chat bat bién nhw thé dugc goi la mot dang modular.

Nhém doi xitng nay cua dia c6 nhiéu dac diém phong pha. D€ c6
mot y niém vé diéu nay, hdy cung quan sat hinh sau, trén do dia dugc
chia thanh vo han cac hinh tam giac.*
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bo6i xitng tac dong lén dia bang cach hoan do6i cac tam giac do.
Thyec t€, v6i hai tam gidc bat ky, c6 mot doi xitng hoan doi chiing. Mac
du nhitng do6i xitng nay cda dia kha phtc tap, nhung né ciing twong tw
nhu cdch ma nhém cac s6 nguyén tac dong 1én dwong thang, nhitng doi
xitng cia no di chuyén gitta cac khoang [2rtn, 2t (m+1)]. Ham sin la
bat bién dwdi tac dong ctia nhitng ddi xing dy, trong khi ham sinh
Eichler la bat bién dwdi tac dong ctia nhitng d6i xitng ctia dia.

Nhu t6i da dé cdp ¢ phan dau cua chwong nay, ham sin la vi du
don gian nhat ctia mot “hga am” (séng co ban) duwgc st dung trong giai
tich diéu hoa trén dwong thang. Twong ty nhw vay, ham sinh Eichler,
cung vGi cac dang modular, la cac hoa am xuat hién trong giai tich diéu
hoa cua dia don vi.

Kha nang nhan biét sdu sac tuyét voi cia Eichler thé hién & cho
ong nhin thdy dwgc s6 nghiém twdng nhuw ngau nhién ctia mét phwong
trinh cubic theo modun cac s6 nguyén t6 lai bat nguon ttr mot ham sinh
duy nhat, tudn theo mét doi xing tinh té - hé 16 sy hai hoa va trat tw an
gidu trong nhitng con s6 do. Twong tw, nhw c6 phép than, Chuong trinh
Langlands da sap xép cac théng tin ma trwedc day khong thé tiép can
dugc thanh cac hinh mau c6 quy luat, dét nén mot tdm tham tao nha tir
cac con so, nhitng doi xitng va cac phwong trinh.

Khi méi gigi thiéu vé toan hoc & dau cudn sach nay, tdi c6 ndi mot
két qua toan hoc that “dep dé” va “tao nha”, ban c6 thé da ban khoan ty
héi, t6i néi nhw thé 1a cé y gi. Bay chinh la diéu ma t6i muon néi. Thuc
té nhitng khai niém mang tinh tritu twgng cao dé hop lai thanh mét sy
hai hoa tinh té€ nhw thé nay qua la diéu cuc ky dang kinh ngac. N6
huwéng ta tGi cai gi d6 phong phu va huyeén bi dang bi che phtd, va néu
btrc man dwgc vén lén thi ching ta c6 thé nam bat dwgc nhitng chép
sang ngan ngui cua thwe tai von gidu kin véi ching ta. D6 1a cac ky
quan cuia toan hoc hién dai, va ctia ca thé gigi hién dai nita.

Nguai ta cling c6 thé hoi rang, ngoai viéc sé hitu vé dep bam sinh
va xac lap cac moi lién két dang kinh ngac gitta cac linh vyc toan hoc
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twong chirng nhu rat xa nhau, két qua nay liéu c6 nhitng (tng dung thurc
tién gi khong. Pay qua 1a mot cau héi hay. O thoi diém hién tai thi toi
cling chwa biét 1a c6 ¢ng dung nao cd. Nhung cac phuong trinh cubic
trén treong hitu han véi p phan t¥ thudc loai ma ta xét & trén (thit lam
khadi sinh cac duwong cong elliptic) dugc st dung rong rdi trong ly
thuyét mat ma.*® Do vay t6i sé khong qua ngac nhién néu mot ngay nao
do, cac két qua twong tu nhu cua Eichler sé tim dugc nhitng ng dung
cling manh mé va rong khap nhw cac thuat toan ma hoa.

Gid thuyét Shimura-Taniyama-Weil 1a mot s tong quat hda két qua cia
Eichler. N6 phat biéu rang d6i v6i mot phwong trinh cubic bat ky, giong
nhw phwong trinh cubic & trén (c6 thé chi phu thudc vao mot so it cac
diéu kién nao dod), s6 nghiém theo modun cac s6 nguyén t6 la cac hé so
cua mot dang modular. Hon nita, c6 mo0t twong @ng 1-1 gilta cac
phuong trinh cubic nay va cac dang modular thudc mot loai nao do.

Nhung twong (tng 1-1 ma toi noi téi & day co y nghia gi? Gia s
rang chiing ta c6 nam cai but bi va nam cai bt chi. Chiing ta c6 thé gan
mot cai but chi cho mot céi bt bi sao cho moi but chi chi cé thé dugc
gan cho mot va chi mot but bi ma thoéi. B6 goi la twong tng 1-1.

Co rat nhiéu cach dé lam diéu d6. Nhung gia st rdng trong twong
tng 1-1 cua ching ta, moi chiéc but bi c¢6 chiéu dai chinh xac bang
chiéu dai chiéc but chi ma ta gan cho n6. Khi ay ta sé goi chiéu dai la
mot “bat bién” va ndi rang twong ng cua ching ta bdo toan bat bién
nay. Néu tat ca cac but bi co6 chiéu dai khac nhau, thi twong tng 1-1 nay
sé duge xac dinh mot cach duy nhat nha tinh chat nay.

Bay gio, trong treong hop giad thuyét Shimura-Taniyama-Weil, &
mot bén thi doi twgng la cadc phwong trinh cubic nhw néi & trén. D6 la
nhitng chiéc but bi ctia ta, va déi v6i moi phuong trinh nhu vy, s6 a, sé
la bat bién gan v@i né. (N6 cling giong nhw chiéu dai cia mot chiéc bt
bi, chi khac la bay gio khéng con c6 mot bat bién, ma la toan bo tap
hop duge danh s6 bai cac s6 nguyén to p.)
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Dbo6i twong & bén kia cia twong tng 1-1 1a cac dang modular. D6 la
cac but chi caa ching ta, va v6i moi dang modular nhu thé, cac hé s6 b,
sé la bat bién gan vdi né (giong nhw chiéu dai cta chiéc but chi).

Gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil néi rang c6 mot twong tng 1-
1 gifta cac doi twgng nay va bao toan nhitng bat bién ctia ching.

cubic equations moctular forms
(numbers of solutions a} (coefficients b}

ic phuong trinh cubic (s6 nghiém 13 )

Céac dang modular (cac hé s6

Tirc 13, véi moi phwong trinh cubic, ton tai mét dang modular sao cho
b = a v6i moi s6 nguyén t p va ngugc lai.”

Bay gio toi c6 thé giai thich mai lién hé gitta gid thuyét Shimura-
Taniyama-Weil va Dinh 1y cu6i cing ctia Fermat: xuat phat tr mot
nghiém cda phwong trinh Fermat, ching ta c6 thé 1ap dwgc mét phuong
trinh cubic nao d6=. Tuy nhién, Ken Ribet da chitng minh duwgc rang s6
cac nghiém ctia phuong trinh cubic theo modun cac s6 nguyén t6 khong
thé la cac hé s6 ctia m6t dang modular tao ra béi gia thuyét Shimura-
Taniyama-Weil. Do vay, mot khi gia thuyét nay dwgc ching minh,
chuing ta c6 thé két luan rang mot phwong trinh cubic nhw thé khong thé
ton tai. B&i vay, phuwong trinh Fermat la vo nghiém.

Gid thuyét Shimura-Taniyama-Weil la mot két qua giy choang
vang bai vi cdc s6 a, xuét hién tir viéc nghién cttu cac nghiém cua mot
phuwong trinh theo modun cac sé nguyén td - ching thudc thé gidi cta
ly thuy€t s6 - con cac s6 b, lai 1a cac hé s6 cuia mot dang modular, thudc

https://thuviensach.vn



thé gidi caa giai tich diéu hoa. Hai thé gidi twdng chirng nhw cach nhau
nhiéu nam anh sang, nhung hoa ra ching lai moé ta cung mét thi!

Gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil c6 thé viét lai nhw mét treong hgp
ddc biét cia Chuwong trinh Langlands. Pé lam diéu do, ching ta thay
moi phwong trinh cubic xuat hién trong gia thuyét Shimura-Taniyama-
Weil bang mot biéu dién hai chiéu cu thé ctia nhom Galois. Biéu dién
nay nhan duvgc mot cach tw nhién t phwong trinh cubic dang xét, va
cac s6 a, c6 thé dugc gan tryc tiép cho biéu dién nay (chit khong phai
cho phwong trinh cubic nita). B&i vay, gia thuyét nay c6 thé duwgc phat
biéu nhu mot moi lién hé giita cac biéu dién hai chiéu cia nhom Galois
va cac dang modular.

(T6i xin nhac lai mét chut théng tin t chwong 2 rang, mot biéu
dién hai chiéu ctia m6t nhém la quy tac gan mot doi xing ctia khong
gian hai chiéu (tiic la mat phang) cho moéi phan tir cia nhém dé. Chang
han, trong chuwong 2, ching ta da néi vé mot biéu dién hai chiéu cua
nhém duong tron.)

Mot cach tong quat hon, cac gid thuyét ctia Chwong trinh
Langlands tham chi con két n6i, mot cach day bat ngo va sau sac,
nhitng biéu dién n-chiéu cia nhém Galois (la tong quat hdéa cac biéu
dién hai chiéu twong tng v@i cac phuong trinh cubic trong gia thuyét
Shimura-Taniyama-Weil) vGi cac ham ty dang cau (la tong quat héa cac
dang modular trong gia thuyét Shimuara-Taniyama-Weil):

representations of automorphic

the Galois group functions
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Tuy hau hét moi nguwoi tin rang nhitng gia thuyét nay la ding,
nhung tinh dén nay, hau hét ching van chwa duwge chitng minh, mdac du
vai thé hé cac nha toan hoc: da mat rat nhiéu tam huyét dé chitng minh
gia thuyét nay trong su6t bon mwoi lam nam qua.

Ban c6 thé thac mac: ban dau lam sao ma ngudi ta lai nghi ra nhitng gia
thuyét kiéu nhw thé?

Dbay thuc sy 1a mot cau héi vé ban chat ctia nhan thitc toan hoc. Co
dwgc kha nang nhin thay nhitng hinh mau va nhitng két néi ma trudc doé
chwa ai tirng thay la diéu khong hé dé dang. N6 thwong 1a san pham cta
nhiéu thang, néu khong mudn noéi 1a nhiéu nam trdi lao dong miét mai.
Tirng chut, tirng chit mot, nhitng y niém mo ho vé mot hién twgng hay
mot ly thuyét dot sinh, va thoat dau c6 1€ chinh ban cling khong tin vao
diéu d6. Nhung roi ban néi: “Thé néu né dung thi sao?” Ban sé thtr
kiém tra y twédng d6 bang cach thyc hién mét so tinh toan tham do. Boi
khi nhitng tinh toan nay la rat khé nhoc, va ban phai viegt qua hang nii
cac cong thirc nang né. Xac suat mac phai sai lam la rat cao, va néu ban
dau khong thanh c6ng, ban sé phai lam lai, r6i ci* mai nhuw thé.

Thuwong thuong, vao cudi ngay (hodc thang, hodc nam), ban nhan
ra rang y twéng ban dau cta minh la sai, va ban phai thi lam th gi dé
khac. D6 la nhitng thoi khac that bai va tuyét vong. Ban cam thay minh
da phi pham v6 khoi thoi gian, dé ro6i chang gat hai dugc gi ca. That
kho dé nuét tréi cam xtc ay. Nhung ban khong bao gio duwgc tir bo. Ban
sé phai bat dau lai tir dau, phan tich nhiéu dir liéu hon, hoc héi tir chinh
nhitng sai lam trwdc do, va roi c6 khadi dau vei mot y twdng tot hon. Va
roi thi thoang, dot nhién, y twéng ctia ban bat dau dwoc khai trién. N6
giong nhu 1a khi dang trdi qua mot ngay lwét séng that bai, dot nhién
ban bat dwgc mét con song, ban sé c6 gang theo no, va luét di cang lau
cang t6t. O nhitng thoi diém nhu thé, ban phai dé cho tri twéng twgng
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ctia minh dwgc ty do cling nhw dé cho con séng dwa ban di xa nhat c6
thé. Tham chi néu y twéng ban dau nghe c6 vé hoan toan dién r6 di nita.

Phat biéu cta gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil ban dau nghe
chac cting rat dién r6 doi vGi ca nhitng ngudi da sang tao ra né. Ma lam
sao lai khong thé dugc? Pung thé, gid thuyét nay bat nguon tir nhitng
két qua trude do, giong nhw nhitng két qua cua Eichler ma ta thao luan
¢ trén (sau nay n6 dugc Shimura tong quat hoa). N6 chi ra rang doi véi
mot s6 cac phwong trinh cubic, s6 cac nghiém theo modun p duwgc ghi
trong cac hé s6 ctia mot dang modular. Nhung y twdng cho rang diéu
nay ciling dung doéi vdi bat ky phuong trinh cubic nao thi Idc dé nghe co
vé that dién r6. Day la mot bwdc nhdy cda niém tin, né lan dau tién
dwgc nha toan hoc Nhat Ban Yutaka Taniyama dwa ra, dudi dang mot
cau hoi, tai HOi nghi quoc té vé Ly thuyét s6 Dai so t6 chitc ¢ Tokyo
thang 9 nam 1955.

T6i van luon ban khoan, diéu gi mang lai cho 6ng niém tin rang y
twong ay khong phai la sy dién r6 ma la sy thuc? Dé diing cam noi ra
diéu dé mot cach cong khai?

Chung ta khong bao gid biét duwgc. That khong may, khong 1au sau
kham pha vi dai cua minh, vao thang 11 nam 1958, Taniyama da tu ttr.
Ong méi chi ba mwoi mét tudi. Nhung bi kich chwa dirng lai & d6, it 1au
sau, ngwoi phu nit ma 6ng dw dinh cwdi lam vo cling tu sat, tran troi lai
may dong sau:

Chung t6i da hita véi nhau rang cho du c6 & noi dau, chiing t6i cling khong bao gio xa nhau.

Bay gio anh 4y da ra di, t6i cling phai dén véi anh ay.

Gia thuyét nay sau do dugc phat biéu chinh xac hon b&i mot nguoi
ban va cling la dong nghiép ctia Taniyama, Goro Shimura, mot nha toan
hoc Nhat Ban khac. Shimura da danh hau hét cudc doi lam viéc tai Pai
hoc Princeton, va hién tai dang 1a mot gido su cong huan & dé. Ong c6
nhitng déng gop rat quan trong cho toan hoc, rat nhiéu trong s6 dé lién
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quan tryc tiép dén Chuong trinh Langlands, va mét vai khai niém co
ban trong linh virc nay mang tén ong (nhw la cadc “quan hé dong duw
Eichler-Shimura” hay “da tap Shimura”).

Trong bai viét day wu tw vé Taniyama, Shimura da dwa ra mot binh
ludn gdy an twgng sau sac:®

Mac du khong thudc tip ngudi cau tha, nhung anh dy lai dugc troi pha cho nang khiéu dac biét
la pham nhiéu sai lam, ma hau hét lai theo diing hwéng. T6i thay ghen ti v6i anh dy vé diéu do,
va cO gang bat chudc anh dy trong vo vong, dé roi phat hién ra rang pham nhitng sai lam tot

cling la diéu rat kho.

Theo 16i ctia Shimura, thi Taniyama “da thiéu can trong khi phat
biéu bai toan ctia minh” tai Hoi nghi & Tokyo thang 9 nam 1955.2% Can
phai c6 thém mét s6 hiéu chinh. Thé nhwng, d6 lai la mot nhan thite sau
sac mang tinh cach mang, m& ra mot trong nhitng thanh tyu quan trong
nhat cda toan hoc thé ky 20.

Nguoi thit ba cé tén duge gan vdi gia thuyét nay la André Weil,
ngwdi ma toi da nhic t6i. Ong 1a mot trong s6 nhitng nguoi khong 16
trong thé gidi toan hoc & thé ky 20. Sinh ra & Phap va dén My trong
nhitng nam xay ra Chién tranh Thé gidi 1an thi¢ hai, Weil noi tiéng nho
tri tué 16i lac va ca tinh cda minh. Sau khi gitt m6t s6 chitc vu vé hoc
thuat tai mot s6 treong dai hoc & My, 6ng vé vién Nghién citu cao cap
& Princeton nam 1958 r6i céng tac & dé cho tdi khi mat vao nam 1998,
¢ tudi chin muoi hai.
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Weil c6 lien quan ddc biét vi Chuong trinh Langlands, khong chi
bdi vi 14 thu néi tiéng duge giri cho ong - trong do lan dau tién Robert
Langlands phéat biéu cac y twéng cua minh, hay béi vi gid thuyét
Taniyama-Shimura-Weil. Chwong trinh Langlands duwgc hiéu thau dao
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qua lang kinh ctia “bttc tranh toan thé” ma André Weil da phac hoa ra
trong mot birc thw giti cho em gai. Ching ta sé néi vé bic thw ay trong
chwong tiép theo. D6 sé la budc dém dé dwa Chuong trinh Langlands
vao dia hat cua hinh hoc.
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Chuong 9
PHIEN DA ROSETTA

Ném 1940, trong sudt thoi gian xdy ra chién tranh, André Weil bi
cam tu & Phap vi tv chdi nhap ngili. Trich cdo phé dang trong to The

Economist viét: &

[Weil] da bi tac dong sdu sdc... tredc sy tan pha giang xuéng nén toan hoc Phap do Chién tranh
Thé gidi lan thit nhét, khi “mét quan niém sai lam vé binh dang trong hoan canh phai d6i dién
vGi su hy sinh” dan tdi viéc gidi tri thitc tinh hoa tré ctia dat nwdc bi tan sat. VGi dn twgng do,
ong tin rdng minh cé nghia vy, khong phai chi doi vdi riéng ban than 6ng, ma con doi véi ca
nén van minh, do la cong hién ca doi minh cho toan hoc. Thyc vay, 6ng 1ap luan rang, sé la mot
t0i 4c néu 6ng dé minh roi xa todn hoc. Khi nhitng nguwdi khac phan déi rang “nhung néu ai
cling hanh xt* nhw 6ng ca thi..6ng dap lai rang gia thiét d6 qua vo ly dén noi 6ng khong cam

thdy c6 nghia vu phai tinh dén né.

Trong thoi gian bi giam, Weil viét thv cho em gai Simone Weil,
mot nha triét hoc va xa hoi hoc noi tiéng. La thw nay la mot tai liéu
dang chu y: trong do, bang nhitng thuat ngit don gian (c6 thé hiéu dugc,
tham chi d6i véi mot triét gia - a, toi chi dua chit thoi ma!) ong c6 gang
giai thich “birc tranh toan thé” cta toan hoc ma 6ng da nhin thdy. Vé6i
viéc gidi thich nhw vay, André Weil chinh la mot tdm guwong 16n dé tat
cad cac nha toan hoc noi theo. P6i khi téi thwong noi dua rang co 1€
ching ta nén tong giam mot vai nha toan hoc dinh cao dé ép ho mo ta
nhitng y twdng ctia minh bang cac thuat ngi c6 thé hiéu dugc, nhu cach
ma Weil da lam.
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Weil viét trong thw vé vai trd ctia sy twong ty trong toan hoc, va
ong da minh hoa diéu do6 bang s twong ty ma 6ng quan tam nhat: do la
su twong ty gitta ly thuyét s6 va hinh hoc.

Sy twong tw nay cwc ky quan trong doi véi sy phat trién cua
Chuong trinh Langlands. Nhw ching ta da thao luan & trén, coi nguén
ctia Chuong trinh Langlands nam & ly thuyét s6. Langlands phéng doan
rang nhitng bai toan hoc buda trong ly thuyét so, chang han nhw la dém
sO nghiém cta cac phuong trinh theo modun cac s6 nguyén to, c6 thé
gidi dugc bang cach st dung cac phuwong phap cuia giai tich diéu hoa -
hay cu thé hon, la qua nghién cttu cadc ham ty dang cau. Diéu nay that
hédp dan: tredc tién, né cung cap cho ta mot cach mai dé gidi nhirng bai
toan ma trede day twdng nhu khong thé giai duwgce. Thit hai, né chi ra
nhitng moi lién két co ban va sau sac gitta nhitng linh viec khac nhau
cta toan hoc. Han nhién, ching ta muon biét diéu gi dang thyc sy dién
ra & day: tai sao lai c6 thé ton tai nhitng lién két an giau d6? Va ching
ta van con chwa hoan toan hiéu hét vé né. Bén nhu gia thuyét Shimura-
Taniyama-Weil cling mat rat nhiéu thoi gian mdi c6 thé gidi quyét
dugc. hon nita, n6 méi chi la mot truong hgp ddc biét ctia nhitng phong
doan Langlands tong quat ma thoi. C6 hang tram va hang nghin nhitng
ménh dé twong tw van chwra dugc chitng minh.

Vay chiing ta nén tiép can nhitng gia thuyét khé khan d6 nhw thé
nao? C6 mot cach la phdi lam viéc miét mai dé c6 gang dwa ra dugc cac
y twdng va nhitng nhan thitc sdu sac mdi. Diéu nay van dang ti€p dién,
va dan tGi nhitng tién bo quan trong. Mot kha nang khac la c6 gang md
rong pham vi ctia Chuong trinh Langlands. Vi n6 chi ra mét s cau tric
cot 16i trong ly thuyét so va giai tich diéu hoa cung véi nhitng két noi
gilia ching, nén ta sé c6 co may tim ra nhitng cdu tric va cac moi lién
két twong tw gitta cac linh vire khac cda toan hoc.

Hoéa ra moi chuyén thue sy da dién ra nhw thé. Dan dan ngudi ta
nhan ra rang cac hinh mau bi an lai c6 thé cung duwgc quan sat thay
trong nhitng linh vuc khac cta toan hoc, nhv hinh hoc, va tham chi ca
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vat ly lwgng ti nita. Khi ching ta hoc duwgc diéu gi d6 vé nhitng hinh
mau nay trong mat linh vire, chiing ta sé c6 duwge nhitng ggi y vé y
nghia ctia ching trong nhitng linh vyc khac. O trén t6i da viét ring
Chuwong trinh Langlands 1la mot Ly thuyét Thong nhat Lén cha toan
hoc. Y cta t6i mudn néi & day 1a Chuong trinh Langlands chi ra mot s6
hién twgng phé quat va nhitng moi lién két gitta nhitng hién twgng dé
trong cac linh viec khac nhau cta toan hoc. Va téi tin rang n6 nam git
chia khoa dé thue sy hiéu dugc toan hoc la gi, viegt xa ra ngoai nhitng
gia thuyét ban dau cta Langlands.

Chwong trinh Langlands bay gio la mét chu dé rat rong 16n; Co
mot cong dong dong ddo nhitng ngudi lam viéc vé né & nhitng linh vyc
khac, nhau: ly thuyét s6, giai tich diéu hoa, hinh hoc, ly thuyét biéu
dién, vat 1y toan. Mac du lam viéc vdi nhitng doi twgng rat khac nhau,
nhung tat cd ho déu cung quan sat nhitng hién twgng giong nhau. Va
ching lai cung cap cho ta manh moi dé hiéu cac linh vic khac nhau doé
lién két khang khit-véi nhau nhw thé nao, twa nhw cac manh ctia mot
cau dé6 xép hinh khong 16.

biém buwdc vao Chuwong trinh Langland cua toi 1a qua cong trinh
vé cac dai s6 Kac-Moody; sé dwgc mo ta chi tiét trong nhitng chuwong
tiép sau. Nhung cang nghién citu vé Chuong trinh nay, t6i lai cang thay
phan khich vi sy hién dién khap noi cta né trong toan hoc.

Hay nghi vé nhitng linh vic khac nhau cua toan hoc hién dai nhuw
cac ngon ngtt. T nhitng ngén nglt nay ching ta lay ra cac cau mang
cung mot y nghia. Dat ching canh nhau, ro6i dan da, ching ta bat dau
dung nén mot tr dién cho phép dich tir linh virc nay sang cac linh vyc
khac cuaa toan hoc. André Weil da cho chung ta mot bo khung thich hgp
dé hiéu vé nhitng moi lién két giira ly thuyét s6 va hinh hoc, mot kiéu
“phién da Rosetta” ctia toan hoc hién dai.

Mot mat, chiing ta c6 nhitng doi twgng caa ly thuyét s6 nhw cac so
hitu ti va nhitng treong sé khac da thao luan trong chwong truedc, nhw la
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treong so thu duge bang cach gop thém V2 vao tredng sé hitu ti, va cac
nhom Galois cua chung.

Mat khac, chung ta lai co cai dugc goi la cac dien Riemann. Ma vi
du don gian nhat chinh la mat cau.
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Vi du tiép theo 1a méat xuyén, chang han nhw bé mat ctia mot chiéc
banh donut (hinh dang gidéng véi chiéc xam xe). T6i muon nhan manh
rang cai ma ching ta dang xét & day la bé mdt cua chiéc banh, chi
khong phéi phan bén trong cua no.

Vi du ké tiép la bé mat ctia mot chiéc banh ngot Ban Mach, duoc
vé @ hinh duwdi day (hodc ban ciling cé thé hinh dung n6é nhw bé mat
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chiéc banh quy xoan).

Mait xuyén thi c6 mot “I6”, con chiéc banh Pan Mach thi c6 hai
“l6”. Cling c6 nhitng mat c6 n 16, véi n bat ky bang 3, 4, 5,... Cac nha
toan hoc goi s6 lwgng céac 16 1a giéng cua dién Riemann.” Ching dwoc
dat tén theo nha todn hoc Pitc Bernhard Riemann séng & thé ky 19.
Cong trinh ctia 6ng da md ra mot s6 hwéng quan trong trong toan hoc.
Ly thuyét cia Riemann vé nhitng khong gian cong, ma ngay nay chiing
ta goi la hinh hoc Riemann, cé thé noi la hon da tang cho thuyét twong
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doi rong cua Einstein. Cac phwong trinh cta Einstein m6 ta lwc hap dan
thong qua thuat ngit goi la tensor Riemann biéu dién d0 cong cua
khong-thoi gian.

Thoat nhin, ly thuyét s6 chang c6 diém gi chung véi cac dién Riemann
cd. Tuy nhién, héa ra lai c6 rat nhiéu sy twong ty gitta ching. Diém
then chot 1a & chd con c6 mét 16p cac doi twong khac lam trung gian
gitta hai do6i twgng nay.

bé thay dugc diéu do, chiing ta phai nhan thitc duwgce rang mét dién
Riemann c6 thé dugc mo ta béi mot phwong trinh dai s6. Chang han,
xét mOt phuwong trinh cubic sau:

yty=x-X
Nhw chiing ta da lwu y & trén, khi n6i vé nghiém ctia mot phwong trinh
dang nay, thi diém quan trong la phdi chi r6 cac nghiém dé thudc hé
thong s6 nao. Co rat nhiéu lwa chon, va nhitng Iya chon khac nhau doé
dan dén nhitng 1y thuyét toan hoc khac nhau.

Trong chwong trudc, ching ta da thdo luan vé cac nghiém theo
modun cac sé nguyén té va dé la mot ly thuyét. Nhung ching ta cling
c6 thé tim cac nghiém trong trurong sé phitc. D6 lai 1a mot 1y thuyét
khac, dwa ta dén vdi cac dién Riemann.

Moi ngudi thuwong gan hau hét nhitng dac diém than bi cho cac so
phttc, ¢ nhu ching la nhitng doi twong hét sitc phitc tap. Thuyc té thi
ching khong cé gi phitc tap hon nhitng con s6 ma ching ta da. théao
luan trong chuwong triede khi ¢6 géng mang lai y nghia cho V2.

Hay dé toi giai thich cho ban. O chwong trudc, chiing ta da gop
thém vao tap s6 hitu ti hai nghiém ctia phwong trinh x* = 2, ma chiing ta
ky hiéu 1a V2 va —v2. Bay gio, thay vi xét phwong trinh x* = 2, chiing ta
xét phuong trinh X’ = —1. N6 trong c6 phuc tap, hon phuong trinh kia
khong? Khong hé. N6 khong cé nghiém trong tdp so6 hitu ti, nhung
ching ta khong phéi e ngai diéu nay. Hay gop thém hai nghiém cua
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phuong trinh nay vao tap cac so hitu ti. Ky hiéu hai nghiém nay 1a v-1
va —V-1. Chung 1a nghiém ctia phwong trinh x* = -1, tifc 1a:
(V-1 =-1, (/-1y} =-

Chi ¢6 ddi chit khac biét véi treong hgp truede. SO V2 thi khong
phai la s6 hitu ti, ma la mét s6 thuc, do d6 khi gop né vao tap cac sb
httu ti, ching ta khong buéc ra khoi dia hat cta cac so thuec.

Ta c6 thé nghi vé cac sé thue theo nghia hinh hoc nhu sau. V& mot
duwong thang va danh dau trén d6 hai diém biéu dién hai s6 0 va 1. Sau
d6 danh dau mot diém & bén phéi cia 1 ma khodng cach tir dé tdi 1
cling bang khoang cach gitta 1 va 0. Diém nay sé biéu dién s6 2. Chiing
ta biéu dién tat ca cac s6 nguyén khac theo cach twong ti. Tiép theo, ta
danh dau cac sé hitu ti bang cach chia nho khoang gitta cac diém biéu
dién cac s6 nguyén. Chang han, so 1
2 thi nam chinh gitta 0 va 1; s6 7
3 thi nam & vi tri bang m6t phan ba khoang cach tr 2 dén 3, v.v. Va
bay gi®, mot cach truc quan, cac so thue sé twong wng 1-1 vdi tat ca cac
diém trén duong thang ay.

- -
l |

)

e e e —
10 ! 3

Can nhéc lai rang chiing ta da biét s6 V2 1a canh huyén ctia mot

o |
===

tam gidc vuong vdi cac canh goc vuong bang 1. Do vay, ching ta danh
dau V2 trén duong thing cac so thuc bang cach tim mot diém nam bén
phai s6 0 ma khoang cach dén 0 bang véi do dai cua canh huyén kia.
Ciing nhu thé, ching ta c6 thé danh dau trén dwong thang nay s6 e,
chinh la chu vi cua mot duong tron v6i dueong kinh 1a 1.
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Trai lai, phwong trinh x* = —1 thi khong c6 nghiém hitu ti, va cling
khong c6 nghiém thyce. That vay, binh phuwong cta s6 thyc nao ciling
phai 1a s6 dwong hoac 0, va do d6 khong thé bang —1 dwgc. Nhu vay,
khong giong nhw V2 va —v2, hai sd V-1 va —V-1 khong phai 1a cac so
thue. Vay ta sé lam gi bay gio? Chung ta s€ lam theo ddang thu tuc trudc
bdng cach dwa ching vao hé théng sé hét nhw ching ta da lam véi v2
va —V2. Va chiing ta ciing sé st dung ding nhitng quy tic trude dé thuc
hién nhitng phép tinh s6 hoc d6i véi nhitng s6 mai nay.

Xin nhéac lai nhitng 1ap luan treéc day: ta thady rang phuong trinh
x°* = 2 khong c6 nghiém hitu ti. Do dé6 ta dat ra hai nghiém cua phuwong
trinh ndy, goi ching 1a V2 va —v2, r6i gop ching vao tap so hitu ti, va
bang cach do ta da tao ra mot hé thong s6 méi (ma sau nay ching ta goi
la mot truong s6). Cling twong ty nhu thé, xét phwong trinh x* = -1, ta
thdy rang chung ciing khong cé nghiém hitu ti. Do d6 ching ta tgo ra
hai nghiém ctia phwong trinh nay, ky hiéu ching 1a V-1 va —vV-1, roi
gop ching vao tap cac so hitu ti. Nghia la theo ding thu tuc tredc! Vay
thi 1€ nao ta lai nghi hé thong s6 méi nay phic tap hon ho théng so ci
cua chiing ta, hé thong chita v2?

Ly do & day mang tinh thuan tiy tam ly: trong khi ching ta c6 thé
biéu dién V2 nhw chiéu dai canh ctia mot tam gidc vudng, thi ching ta
lai khéng c6 mot biéu dién hinh hoc hién nhién nhw thé cho V-1.
Nhung vé mat dai s6, ching ta hoan toan c6 thé thao tic vGi V-1 cling
ching khéc gi véi V2.

Cac phan tr ctia hé théng s6 mdi ma ta thu dwgc bang cach gop
thém V-1 vao tap céc so hitu ti dwgc goi 1a cic s6 phitc. Mdi sd nay co
thé dugc viét dudi dang:

r+sv-1

véir va s ¢ day la cac s6 hitu ti. Hay so sanh cong thitc nay véi
cong thitc & trang 104 biéu dién cac phan t tong quat cia hé thong cac
s6 thu dugc bang cach gop thém V2 vao. Ta c6 thé cong hai s6 bat ky
c6 dang nay, bang cach cong riéng ré cac phan r va phan s cua ching.
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Ta cling c6 thé nhan hai s6 bat ky bang cach pha ngodc va st dung tinh
chit V-1.V—1= —1. Tuong tu, ta cling c6 thé trir va chia cac s6 nay.

Cudi cung, ching ta mé réng dinh nghia ctia cac s6 phitc bang
cach cho phép r va s trong cong thitc trén la cac sé thyc tuy y (ch
khong chi 1a cac s6 hitu ti). Khi do ta sé thu duwgc tap cac s6 phitc tong
quat nhét. Lwu y rdng nguwoi ta thwong ky hiéu v-11a i (chit cdi dau tién
cta chit imaginary (4o) trong tiéng Anh), nhung t6i chon khong lam
nhw vay nham nhan manh y nghia dai s6 ctia s6 nay: né thyc sy chi la
cin bac hai cta —1, khéng hon khong kém. N6 ciing cu thé nhw V2 vay.
Khéng c6 gi la huyén bi vé né ca.

Ta c6 thé c6 duwgc mot cdm nhan cu thé vé cac so6 nay bang cach
biéu dién ching bang hinh hoc. Gidng nhu cac so thue c6 thé duge biéu
dién bang hinh hoc béi cac diém trén mot dwong thang, cac so phitc
cling c6 thé biéu dién nhw la cac diém trén mot mdt phang. Tic I3,
ching ta biéu dién s6 phitc r + s V-1 nhw 1a mot diém trén mit phing
v0Oi toa do r va s«
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Bay gio hay quay lai phwong trinh cubic:
Yy =x-x

va tim cac nghiém x, y ctia n6 la so phtc.

Mot thue té dang chu y 1a tap tat ca cac nghiém nhuw thé hoéa ra lai
la chinh x4c tap cac diém ctia mot mat xuyén da dwoc vé trude day. Noi
cach khac, moi diém trén mat xuyén co thé duwge gan cho mot va chi
mot cap so phtc x, y 1a nghiém cua phuwong trinh cubic & trén, va nguoc
lai.=

Néu trwdc day ban chwa bao gio nghi vé cac sé phic, thi ban c6
thé cdm thay dau dau ngay tir bay gio' day. Diéu nay ciling la hoan toan
tw nhién thoi. Bat ai dé hiéu mot s6 phirc don 1€ thi cling kho ro6i, chw
dirng noi gi dén mot cap s6 phitc la nghiém ctia mot phwong trinh nao
dé. Viéc cac cap so nay lai twong wng 1-1 v6i cac diém trén bé mat cla
mot hinh xuyén la diéu hoan toan khong hién nhién chut nao, do dé
dirng qua lo lang khi ban khong hiéu ngay dugc tai sao lai nhu thé.
Thyce t€, rat nhiéu nha toan hoc chuyén nghiép cling sé gap rat nhiéu
kh6 khan dé chitng minh két qua dang ngac nhién va khong hé hién
nhién nay.®

Dé tin rang nghiém ctia cac phwong trinh dai s6 lam ndy sinh cac
dang hinh hoc, ta hdy xét mot vi du don gian hon: cac nghiém trén tap
s0 thue chit khong phai tap s6 phitc. Chang han, xét phwong trinh:

X+y =1

va hdy danh dau cac nghiém cta né nhw cac diém trén mat phang,
v0i toa do x va y. Tap tat ca cac nghiém nhw vay la mot dwong tron ban
kinh la 1, v6i tdm & goc toa do. Twong ty nhw vay, cac nghiém cuda
nhitng phuwong trinh dai s6 khac theo hai bién x, y cling tao thanh cac
dwong cong trén mat phang nay.!

Bay gio, cac so phitc, theo nghia nao do, la gap doi tap sothuc 1én
(that vay, moi s6 phitc dwgc xac dinh bdi mot cdp hai s6 thuwc), do do
khong c6 gi dang ngac nhién rang cac nghiém phitc cia mét phuwong
trinh dai s6 nhuw thé lai tao thanh mot dién Riemann.
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Ngoai cac nghiém thyc va nghiém phtc, ta cling c6 thé tim cac
nghiém x, y nhan gia tri trong mot trwong hitu han {0, 1, 2,...,p—2,p -
1}, v6i p 1a mot s6 nguyén to nao do. Diéu nay cé nghia la khi chiing ta
thay x, y vao phuwong trinh cubic & trén, thi vé trdi va vé phai sé tr@
thanh hai s6 nguyén bang nhau, véi sai khac la mot s6 nguyén la boi
cta p. Két qua ta nhan duwgc mot doi twgng ma cac nha toan hoc goi la
“duwong cong trén treong hitu han”. Di nhién, chung khong thuc sy la
cac duwong cong. S& di c6 thuat nglt nay la do thuc t€ khi tim cac
nghiém thuc, ta thu duwgc cac dwong cong trén mat phang. ™

Mot nhan thitc sau sac cua Weil 1a y twdng cho rang doi twong co
ban nhat & day la mot phwong trinh dai so, giong nhuv phuwong trinh
cubic & trén: Tuy thudc vao mién ta tim cac nghiém, ma cung mot
phuwong trinh c6 thé lam ndy sinh mot mat, mét dwong cong, hay mot
chum cac diém. Ching chi la nhitng hoa thdn cia mot thyce thé khong
thé mo td bang 10i, ma ¢ day chinh la phwong trinh ctia ching ta, twa
nhu than Vishnu trong dao Hindu c6 téi muwdi héa than. Nhw mot co
duyén, trong 14 thw gti cho em gai ctia minh, André Weil ciing vién dan
dén Bhagavad-Gita, mot thanh kinh cta dao Hindu, noi cha thuyét vé
nhitng héa than ctia Vishnu dwgc tin la xuat hién lan dau tién trong do.
Weil da viét day chat tho vé nhitng gi sé xdy ra khi y niém mo ho cta
su twong tu gitta hai 1y thuyét trd thanh tri thic cu thé:

Hai ly thuyét riéng 1é da khong con nita, ca nhitng van deé rac r6i, nhitng phan chiéu dep dé vao
nhau, nhitng vuét ve ngdm ngam, nhitng xung dot khong thé giai thich ndi ctia ching ciing
khong con nita; than 6i, bay gid chiing ta chi c6 mét 1y thuyét, ma vé dep uy nghi ctia n6 khong
con lam ta phan khich nita. Khong gi phong phu hon la nhitng mo6i lién hé trai phép nay; khong
gi mang lai nhiéu vui thi hon cho ngwoi da thong to... Niém vui dén tir do anh va sy bung chay
nhitng cam xdc; mot khi do anh bién mat va tri thitc dd dwgc thu nhan, ching ta dat tdi trang
thai ditng duwng; trong kinh Gita ciing c6 mot vai doan tho trong sang viét vé diéu nay. Nhung

hdy cung quay tré lai v6i cac ham dai so.
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Moi lién két gitta cac dién Riemann va nhitng dudng cong trén cac
treong hitu han bay gio chac da tré nén sang to; ca hai déu xuat hién tur
cung mot loai phwong trinh, nhung ta lai tim cac nghiém cta no trong
nhitng mién khac nhau, hodc la truong hitu han, hodc la truong s6
phitc. Mat khac, “bat ky mot luan diém hay két qua nao trong ly thuyét
so déu co thé duwgce dién dich, theo titng chit mot,” thanh nhitng dwong
cong trén cac treong hitu han, ding nhw Weil da viét trong 14 thu cta
ong.” Badi vay, y twdng cua Weil 1a nhitng duong cong trén cac treong
hitu han chinh la cac doéi twong trung gian giita ly thuyét s va cac dién
Riemann.

Nhw vay ta tim ra dugc mot cay cau noi, hay mét “san quay dau xe
Itra” - nhw Weil da goi - gitta ly thuyét s6 va cac dién Riemann, va dé la
ly thuyét nhitng duwdng cong dai s6 trén cac treong hitu han. Néi cach
khac, chung ta c6 ba duwong ray hay ba cot song song:

Ly thuyét so6
Nhirng duong cong trén cdc truong hiru hanCdc dién Riemann

Weil mudén khai thac diéu nay theo cach sau: chon m6t ménh deé &
mot trong ba cot, va dich né thanh ménh dé & cac cot con lai. Ong viét
cho em gai minh:

Nghién citu ctia anh cht yéu la giai ma mét van ban bang ba thit tiéng; & moi cot anh chi cé
nhitng doan rdi rac khong c6 lién quan gi véi nhau; anh c6 mét s6 y twdng vé moi mot trong ba
ngon nglt nay: nhung anh ciing biét cé nhitng khac biét rat 16n vé y nghia khi chuyén tir cot nay
sang cOt khac, diéu ma anh khéng hé chuan bi tride cho n6. Anh mat nhiéu nam dé nghién citu

dé tai nay, va da tim thay nhiéu manh nho ctia cuén tr dién do.

Va sau do Weil tim ra duwgc mot trong nhitng ng dung ngoan muc
nhat cho phién da Rosetta cia minh: ngay nay nguoi ta goi la cac gia
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thuyét Weil. Cac gia thuyét nay” duwgc chitng minh da thyc sy kich
thich sy phat trién cta toan hoc ¢ nita sau thé ky 20.

Gio hay quay lai v@i Chuong trinh Langlands. Nhitng y twong so khai
cua Langlands lién quan t&i cOt bén trai trén phién da Rosetta ctia Weil,
do6 1a ly thuyét s6. Langlands lién két nhitng biéu dién cua cadc nhom
Galois cta cac treong s6, von la doi twong nghién citu trong ly thuyét
s0, vOi cac ham ty dang cau, la cac doi twong trong gidi tich diéu hoa -
mot linh vire ctia toan hoc rat xa vdi 1y thuyét sé (tirc la cling rat xa
nhitng c6t khac trén phién da Rosetta). Bay gio ching ta c6 thé dat cau
héi liéu cé thé tim thdy moi lién hé twong tiw néu thay cac nhém Galois
bang cac doi twong & cot gitta hay cot bén phdi cia phién da nay hay
khong.

Viéc chuyén méi lién hé Langlands nay sang cOt & gitta la kha ro
rang bédi vi tat ca nhitng yéu t6 can thiét déu da san c6. Nhitng nhom
Galois cua cac treong so cé thé dwoc thay thé & day bang nhitng nhom
Galois thich hgp doi v6i nhitng duwong cong trén cac treong hitu han.
Ciling c6 mot nhanh cuda giai tich diéu hoa nghién cttu cac ham ty dang
cau thich hgp. Trong cong trinh ban dau cua riéng minh, Langlands
cling da lién két dugc nhitng biéu dién cta cac nhom Galois véi cac
ham ty dang cau lién quan vGi cot & gitra.

Tuy nhién, ta van chwa rd lam cach nao dé chuyén méi lién két
nay sang cOt bén phdi cia phién da Rosetta. D€ lam diéu do6, ching ta
phdi tim nhitng twong ty hinh hoc cua cac nhom Galois va cua cac ham
tw dang cdu trong ly thuyét cac dién Riemann. Khi Langlands lan dau
tién phat biéu nhitng y twédng ctia minh, thi sy twong tw th nhat da
dugce biét dén, nhung sy twong tw thi hai thi van con la mot bi an 16n.
Mai tGi thap nién 1980 ngudi ta méGi tim duge khai niém phu hop, xuat
phat t* cong trinh tién phong ctia Vladimir Drinfeld, mot nha toan hoc
16i lac nguwoi Nga. Diéu nay da cho phép ching ta chuyén quan hé
Langlands sang ct thit ba ctia phién da Rosetta.
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Trudc hét, ta hdy thao luan vé twong tu hinh hoc ctia nhém Galois.
N6 dugc goi la nhom co ban cua mot dién Riemann.

Nhém co ban la mot trong nhitng khai niém quan trong nhat thudc
linh vyc toan hoc topo, chuyén tap trung nghién cttu nhitng dac diém
noi bat nhat cta cac dang hinh hoc (nhw s6 cac “16” trén mot dién
Riemann, chang han).

Vi duy, ta hay xét mot mat xuyén. Chon mot diém P trén do va xét

cac dwong cong khép kin bat dau va két thic & chinh diém nay. Hai
duong nhu vay dugc vé trén hinh dudi day:

Ciing giong nhu thé, nhém co ban ctia mét dién Riemann bat ky
da cho bao gom cac duwong cong khép kin nhuw thé trén dién Riemann,
ching bat dau va két thic & cung mot diém c6 dinh P.=

Cho trudc hai duwong déu bat dau va két thuc & diém p, ching ta
dung mot dwong khac nhw sau: di doc theo duwong thit nhat va sau do di
doc theo dwong thit hai. Bang cach nay ta thu dugc mét dwong mdi
cling bat dau va két thiic ¢ P. Hoa ra “phép cong” thém cac dwong cong
khép kin nay lai thoa man tat ca cac tinh chat cia mot nhém nhuw da liét
ké trong chwong 2. Bai vay, ta thdy rang nhitng dwong cong nay thuc
sur tao thanh mot nhom. =

Co6 1€ ban cung da thiy rang quy tac cong hai duwong trong nhém
co ban cling giong véi quy tac cong hai bén trong cac nhém bén, ma ta
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da dinh nghia & chuwong 5. Pay khong phai la mot sw trung hop ngau
nhién. Nhw da giai thich trong chwong 5, cac bén vGi n sgi c6 thé dugc
coi nhw cac dwong trong khong gian cta tap hgp n diém phan biét trén
mdt phang. Thyc té thi nhém bén B, chinh la nhém co bén ctia khong
gian do.™

Hoéa ra hai dwong dugc vé trén mat xuyén trong hinh & trén lai
giao hoan v@i nhau; titc la phép cong cua chung theo hai thit ty kha di
déu cho cung mot phan t¥ thuoc nhém co ban.”2 Béi vay, ta sé thu dugc
phan tr tdbng quat nhat trong nhém co ban ctia mat xuyén bang cach di
theo dwong thit nhat M 1an va dwong thit hai N 1an, véi M va N la cac s6
nguyén (néu M la s6 am, thi ta di theo dwong tht nhat M lan theo
huwéng nguoce lai, va twong ty néu N am). Bdi vi hai dwong co ban nay
giao hoan v@i nhau, nén th¢ ty ma ta di theo hai duong nay khong quan
trong lam, két qua cudi cung van chi la mot.

Vi cac dién Riemann khac, cau tric ciia nhém co ban sé phitc tap
hon.2 Nhitng dwong khac nhau khéng nhat thiét phéai giao hoan vdi
nhau. Piéu nay twong tw véi cadc bén c6 nhiéu hon hai sgi, ching ciing
khong giao hoan v6i nhau, nhu ta da thao luan trong chvong 5.

Tr lau ngwoi ta da biét rang c6 mot sy twong tuwr sau sac gitta cac nhom
Galois va cac nhém co ban.2 Biéu nay cung cap cau tra 1di cho cau hoi
thit nhat cua ching ta: cai gi twong ty v6i nhom Galois trong c6t thit
nhat trén phién da Rosetta cia Weil? DB6 la nhom co ban cta dién
Riemann.

Cau hoi tiép sau cua ta la tim kiém nhitng twong tw phu hgp cuia
cac ham ty dang cau, titc cac doi twong xuat hién & vé bén kia cta quan
hé Langlands. Va & day, ta can thwc hién mot budc nhdy lwong tir.
Nhitng ham cii thuc té€ khong con phu hgp nita. Ching phai dugc thay
thé bai nhitng doi twgng tinh vi hon ctia toan hoc hién dai goi 1a cdc bo,
sé dwgc mo ta ¢ chuong 14.
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biéu nay dugc Vladimir Drinfeld dé xuat trong thap nién 1980.
Ong dwa ra mot phat biéu méi vé Chwong trinh Langlands c6 thé ap
dung cho cot gitta va cot bén phai, 1an luwot lién quan vdi nhitng duong
cong trén cac treong hitu han va cac dién Riemann. Phat biéu nay ngay
nay dugc biét dén duwéi cai tén Chuong trinh Langlands hinh hoc. Pac
biét, Drinfeld da tim thidy nhitng twong ty ctia cac ham tw dang cau phu
hop véi cot bén phai trén phién da Rosetta ctia Weil.

Toi gip Drinfeld & Pai hoc Harvard mua xuan nim 1990. Ong khéng
chi lam t6i hing khoéi v&i Chuong trinh Langlands, ma con noi toi da
déng mot vai tro nhat dinh trong sy phét trién cta n6. Do la bai vi
Drinfeld da nhin thdy dwgc moi lién hé gitta Chuwong trinh Langlands
hinh hoc v6i nhitng nghién ctvu ma toi thye hién khi con la sinh viéen &
Moscow. Nhitng két qua ctia cong trinh dé rat thiét yéu doéi vdi cach
tiép can mai cia Drinfeld, va cach tiép can ay sau nay da dinh hinh doi
song toan hoc cuda t6i: Chuwong trinh Langlands déng vai tro quan trong
nhat trong cac nghién cttu cua toi ké tir do.

Nhuwng thoi, hay cung t6i quay tré lai Moscow, va xem t6i tién bd
dén dau sau bai bao dau tién ctia minh, vé cac nhém bén.

@ Bién tap vién cudn sach nay noi vai toi rang chi€c banh quy
xodn & quan bar ctia nguwdi Pic gan nha anh ay cé giong la 3 (va rat
ngon).
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Chuong 10
CUNG HOI CUNG THUYEN

Moscow, mua thu nam 1986, toi bwéc vao nam thit ba & Kerosinka.
Sau khi bai bdo vé nhém bén duwgc hoan tat va gii dang, Fuchs hoi toi:
“Tiép theo thi cdu muo6n lam gi?”

T6i mudn c6 mot bai toan khac dé gidi. Hoa ra, Fuchs da lam viéc
v6i nguwdi hoc tro cii cua 6ng la Boris Feigin vé biéu dién cua cac dai s6
Lie vai nam roi. Fuchs noi rang dé la mét dia hat s6i dong véi rat nhiéu
deé tai con dé méd va lién quan chat ché véi vat ly luvgng ti.

Di nhién la diéu nay thu hiat ngay sy chi y cda t6i. Tham chi mac
du Evgeny Evgenievich da “chuyén huéng” t6i sang toan hoc, va ngay
ca khi da bi toan hoc bo buia mé roi, t6i van khéng bao gig danh mat
niém yéu thich vat 1y c6 ttr thoi tho bé. Gio day thé gidi toan hoc va vat
ly Iwgng tir lai c6 thé di cimg vdi nhau khién t6i thay rat hitng khoi.

Fuchs giao cho toi mot bai bao nghién ctu dai 80 trang ma ong va
Feigin da viét chung.

“Ban dau t6i nghi sé giao cho cdu mot cuon sach vé dai so Lie,”
ong noi, “nhung sau do téi nghi sao lai khong giao ngay cho cau bai
bao nay nhi?”

T6i cat bai bao can than vao cadp. Luc do, n6 van chwa dugc cong
bd, va nho sy kiém duyét chat ché ctia chinh quyén X6 viét d6i vdi cac
may photocopy (Vi lo sg@ rang moi ngudi cé thé sé sao chép cac tai liéu
bi cam, nhw cac cudn sach ctia Solzhenitsyn hay cudn Bdc si Zhivago),
nén trén toan thé gidi chi co thé tim thdy rat it cac ban sao. Do vay ciing
rat it nguwoi dwge xem bai bao nay - sau nay Feigin noi dua rang c6 1é
16i 1a ngwdi duy nhat doc n6 tir dau dén cudi.
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Bai bao dwgc viét bang tiéng Anh, va dv kién sé in trong mot
tuyén tap cac bai bao, dugc xuat ban @ My. Nhung do sy quan ly yéu
kém ctia nha xuat ban, phdi mai 15 nam sau cudén sach méi ra doi. Vi 1€
do, hau hét cac két qua trong bai bao déu duwgc kham pha lai & dau do
khac, do do sau khi duwgc cong bo, né khong duge tim doc nhiéu. Tuy
nhién, cubi cung thi bai bdo cling tré nén noi tiéng, va roi Feigin va
Fuchs ciling nhan lai danh tiéng von thudc vé ho. Bai bao nay dwogc trich
dan rong rai trong cac tai liéu tham khdo (nhuw la mot “Preprint
Moscow”), tham chi ngudi ta con dat ra mot thuat ngi* méi la cac biéu
dién Feigin-Fuchs dé chi cac biéu dién méi cua cac dai s6 Lie ma ho da
nghién citu trong bai bao do.

Khi bat dau doc bai bdo nay, cau hoi dau tién cuta t6i la: nhitng doéi
twgng mang tén “dai s6 Lie” xa la kia la gi nhi? Bai bdo ma Fuchs dwa
cho t6i doi hoi mat lwgng kién thitc nén kha kha vé cht dé ma t6i chua
titng duwgc hoc, do vay t6i da t¢i mot hiéu sach va mua tat cd nhitng
cuon sach vé dai s6 Lie ma t6i c6 thé tim thay. Nhitng cudn nao khong
tim mua duwgc thi t6i muwon & thw vién cua Kerosinka. Téi doc song
song tat ca cac cudn sach ay va bai bao ctua Feigin-Fuchs. Trai nghiém
nay da hinh thanh nén phong cach hoc cua t6i. Ké tir do, t6i khong bao
gi0 con thda man véi mot ngudn théng tin nita, téi c6 gang tim hét cac
nguon co6 thé, va doc ngau nghién tat ca.

Dbé giai thich dai so Lie la gi, trwdc tién toi phai gidi thiéu véi cac ban
vé “nhom Lie”. Ca hai khai niém nay déu dugc goi theo tén nha toan
hoc Na Uy, Sophus Lie (doc la Li), ngwoi da sang tao ra chung.

Céac khai niém toan hoc cw ngu trong Vuong quoc Toan hoc, cling
giong nhu cac loai dong vat sinh séng trong Vuwong quoc Sinh vat:
chuing lién két v6i nhau, tao thanh cac ho va cac phan ho, va thuwong thi
hai khai niém khac nhau giao phoi va tao thanh mot khai niém con.

Khaéi niém nhém chinh la moét vi du dién hinh. Hay coi cadc nhém
nhu nhitng twong ty cua cac con chim, cac sinh vat tao thanh mot 16p
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(con dugc goi la 16p Chim) trong Vwong qudc Sinh vat - hay Gigi dong
vat. Lop nay chia thanh 23 bd; moi bo lai tach thanh cac ho va moi ho
lai tach thanh cac chi. Chang han, dai bang ca chau Phi thudc bo
Accipitriformes, ho Accipitridae, va chi Haliaeetus (so vGi nhitng cai
tén nay thi cai tén “nhém Lie” cling chang c6 gi 1a ky cuc 1am!). Tuwong
tw, cac nhom cling tao thanh mot 16p 16n cac khai niém toan hoc, va
trong 16p nay lai cling c6 cac “bo”, cac “ho” va cac “chi” khac nhau.

Chang han, c6 mot b6 cac nhém hitu han chita tat ca cac nhom cé
hitu han phan t. Nhém déi xitng ctia mot chiéc ban vuong, ma ching
ta da thao luan trong chwong 2, gom bon phan t¥, vay n6 la mot nhém
hitu han. Twong ty nhw vay, nhom Galois ctia mét treong so thu dugc
bang cach gop thém cac nghiém ctua mdt phwong trinh da thitc vao tap
cac s6 hitu ti cling 1a mot nhom hitu han (vi du nhv trong treong hgp
phuong trinh bac hai n6 c6 hai phan t¥). Lép cac nhém hitu han dwgc
chia tiép thanh cac ho, nhw la ho cac nhém Galois. Mot ho khac bao
gom cac nhém tinh thé, la nhitng nhém doi xitng cta nhiéu tinh thé
khac nhau.

Con c6 mot bo khac, b6 cac nhém v6 han. Chang han, nhom cac
sO nguyén la vo han, va do d6 nhém bén B ma ta da thdo luan trong
chwong 5, v6i moi n = 2, 3, 4... (B bao gom cac bén véi n sgi; c6 vo
han cac bén nhw vay) cling thé. Nhém cac phép quay ctia mot chiéc ban
tron, bao gom tat ca cac diém trén dwong tron, cling la mot nhém vo
han.

Nhung c6 mét sy khac biét quan trong gitta nhom cac s6 nguyén
va nhom duwong tron. Nhém cac s6 nguyén la rdi rac: titc la cac phan t
cta n6 khong thé két hgp véi nhau dé tao thanh mot dang hinh hoc lién
tuc theo bat c nghia ty nhién nao. Ching ta khong thé di chuyén lién
tuc, ma nhdy tir s6 nguyén nay sang s6 nguyén ké tiép. Nguwoc lai,
ching ta c6 thé thay déi mot cach lién tuc géc quay tir 0° dén 360°.
GOp ca lai, nhitng gbéc nay két hgp sé tao thanh mot dang hinh hoc: do
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chinh la duwong tron. Cac nha toan hoc goi cac dang hinh hoc nhuv vay la
nhitng da tap.

Nhém cac s6 nguyén va nhom bén thudc ho cac nhém vo han roi
rac trong Vuong quéc Toan hoc. Va nhém duong tron thudc vé mot ho
khac, do 1a ho cac nhom Lie. No6i don gian, nhom Lie la mot nhom ma
cac phan tr ctia n6 la cac diém thuoc mot da tap. Nhuw vay, khai niém
nay la két qua cta cudc hén phoi gitta hai khai niém toan hoc: nhém va
da tap.

manifold

da tap / nhém / nhom Lie
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Duéi day la cay biéu dién cac khai niém c6 lién quan téi nhém ma
ching ta sé ban tdi trong chwong nay (mot s6 khai niém van con chua
duwgc nhac t6i, nhung sé duge gidi thiéu trong phan sau cia chwong).
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hom / nhém v6 han / nhém hitu han / nhém Lie / nhém r6i rac

0 han chiéu / hitu han chiéu / nhém vong|

Rét nhiéu do6i xitng xudt hién trong ty nhién duwgc mo td béi nhom
Lie, va diéu dé gidi thich tai sao chiing lai la d6i twgng nghién cttu quan
trong nhw vay. Chang han, nhém SU(3) ma ching ta néi dén trong
chuwong 2, duwgce dung dé phan loai cac hat co ban, la m6t nhom Lie.

Duwdi day 1a mot vi du khac vé nhém Lie: nhom cac phép quay cua
mot mat cau. Mot phép quay cua chiéc ban tron duwgc xac dinh béi goc
quay ctia né. Nhung trong treong hop mat cau, cé nhiéu bac tu do hon:
ngoai goc quay, ta con can phai chi r6 truc quay nita, nhw dugc vé &
hinh duwéi day. Truc quay nay cé thé la dwong thang bat ky di qua tam
mat cau.
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Nhoém céac phép quay ctia mat cau c6 mot tén riéng trong toan hoc:
nhém truc giao ddc biét (special orthogonal group) cua khong gian ba
chiéu, hay nhw n6 thuwong dwgce viét tat la SO(3). Ching ta c6 thé coi
cac déi xtrng cia mat calU’ nhw mot phép bién do6i khong gian ba chiéu
ma mat cau dugc nhiing trong d6. Nhitng phép bién doi nay la tryc giao
theo nghia chiing bao toan tit cd cac khoadng cach.®™ That tinh cd, no
cho ta mot biéu dién ba chiéu ctia nhom SO(3), mot khai niém ma ta da
gidi thiéu trong chuong 2.

Twong tw, nhém cac phép quay cua chiéc ban tron thdo luan &
trén, dwgc goi la SO(2): nhitng phép quay nay la cac phép bién doi truc
giao ddc biét cia mat phang, mot doi twgng hai chiéu. Nhw vay, ching
ta c6 mot biéu dién hai chiéu cia nhom SO(2).

Nhém SO(2) va SO(3) déu khong chi la nhém, ma con la da tap
(ttc la, mot dang hinh hoc). Nhém SO(2) la duwong tron, cling la mot da
tap. Do vay SO(2)vira la mot nhém vira 1a mot da tap. Diéu do giai
thich tai sao no6 lai 1a mot nhom Lie. Twong tw nhw vay, cac phan ti cia
nhom SO(3) 1a cac diém ctia mot da tap khac, nhung dé hinh dung n6
mot cach trre quan thi phdi meo myc hon mot chat. (Chu y rang da tap
nay khong phai la mot mdt cau.) Can nhéc lai rang, moi phép quay cua
mat cau dwgc xac dinh béi ca truc quay va goc quay cua nd. Bay gio
cht y rang moi diém trén mat cau cho ta mot truc quay: dwong thang
nodi diém do6 va tam ctia mat cau. Va gbéc cua phép quay chinh la mot
diém cua vong tron. Vi vady, mot phan tir cia SO(3) dugc xac dinh bdi
mot diém trén mat cau (n6 xac dinh truc quay) cung vGi mot diém cua
duwong tron (xac dinh goéc quay).

Co Ié ta nén bat dau vdi mot cau hoi don gian hon: s6 chiéu cta
SO(3) bang bao nhiéu? Dé trd 10i cau héi nay, ta can phai thao luan y
nghia ctia s6 chiéu mot cach hé thong hon. Trong chwong 2, ching ta
da néi dén thé gidi quanh ta la ba chiéu. Ttc 1a, dé xac dinh vi tri cta
mot diém trong khong gian, ta can c6 ba con s6, hay ba toa do (x, y, z).
Mat khac, mot mat phang lai la hai chiéu: mot diém trén mat phang
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dugc xac dinh bdi hai toa do (x, y). Con duwong thang thi la mot chiéu:
chi c6 duy nhat mot toa do ma thoi, toa do x.

Vay thi s6 chiéu cta dwong tron bang bao nhiéu? Ching ta sé noéi
ngay rang so chiéu cia no la hai, bdi vi ta c6 thé vé dudng tron trén mat
phang, mot d6i twgng hai chiéu. M6i diém trén duong tron, khi duwgc
coi nhv mot diém trén mat phang, dwgc miéu ta bdi hai toa do. Nhung
dinh nghia toan hoc vé s6 chiéu cia mot vat thé cho trudc (nhw duwong
tron chang han) la s6 cac toa do doc lap cta vat thé nay ta dung dé dinh
vi bat ky vi tri nao trén né. S6 chiéu cua vat thé chang lién quan gi tGi
sO chiéu ctia khung canh xung quanh trong dé vat thé dwgc nhing vao -
trong treong hgp nay la mat phang. Thuc té, dwong tron ciling c6 thé
dwgc nhing vao trong mét khong gian ba chiéu (hdy nghi vé chi€c nhan
trén ngon tay chdng ta), hay tham chi la trong mot khong gian c6 s6
chiéu I6n hon. S6 chiéu cta khong gian xung quanh khong lién quan gi
v@i sO chiéu ctia ban than duwong tron. Diéu quan trong la mot diém trén
duwong tron dugc xac dinh bdi mot con so - chinh la géc quay. D6 1a toa
d6 duy nhat trén duong tron. Diéu do gidi thich tai sao né lai cé so
chiéu la mét.

Di nhién, dé xac dinh goc ching ta can 1ay mot diém lam chuan
trén dwong tron twong @ng vai goc 0°. Tuong tw, dé gan mot toa do x
cho moi diém trén duong thang ta can phai ldy mot diém lam chuan
trén duong thang dy twong @ng véi toa do x = 0. Ching ta c6 thé thiét
dat mot hé toa do cho mot vat thé cho truwdc theo nhiéu cach. Nhung
moi hé toa do do sé phai cé cung s6 toa do, va s6 chiéu cua vat thé
chinh bang s6 toa do cuia né.

Chu y rang, néu ching ta thu nho lai va nhin vao 1an can ngay
cang nhé hon cua diém dang xét trén dwong tron, thi d6 cong cua
duwong tron hoan toan bién mat. Thuc té thi khong c6 gi khac biét gitta
mot 1an can nho ctia mét diém trén dwong tron va mot 1an can nhé cda
diém do trén tiép tuyén qua né véi duwong tron; titc la dwong thang xap

https://thuviensach.vn



xi dwdng tron nhat ¢ gan diém do6. Diéu nay chi ra rang dwong tron va

dwong thang c6 s6 chiéu nhw nhau.™

ta thu nho lai gdn mo6t diém, dwong tron va tiép tuyén tai diém do nga
Tuwong ty nhw vay, mat cau dugc nhung trong khong gian ba chiéu,
nhung s6 chiéu noi tai cta né la hai. Thuc vay, c6 hai toa d6 doc lap

trén mat cau: kinh d6 va vi d6. Ching ta da biét ro vé cac toa do nay
bdi vi ching ta thuwong st dung ching dé xac dinh vi tri trén bé mat
Trai Bat, mot thién thé cling cé hinh dang gan giong vGi mot mat cau.
Luwéi cia mat cau ma chung ta thay trén hinh & trang 153 dwgc tao bdi
cac duwong “kinh tuyén” va “vi tuyén”, twong &ng vGi cac gia tri co dinh
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cua kinh do va vi do. Thuc t€ c6 hai toa do trén mat cau cho ching ta
biét rang no la hai chiéu.

Vay con nhém Lie SO(3) thi sao? Moi diém cua SO(3) déu la mot
phép quay ctia mat cau, vay ta cé ba toa do: truc quay (dugc xac dinh
bdi mot diém ma tai do truc cat mat cau) dwgc mo ta béi hai toa do, va
goc quay la toa do thit ba. Do dé, so6 chiéu ctia SO(3) bang ba.

Twong twong vé mot nhom Lie, hay mot da tap, vGi so chiéu 16n
hon ba la mot viéc rat khé. Cau tric ndo bo cua con nguwdi chi cho phép
ching ta twdng twong dugce cac dang hinh hoc, hay cac da tap, c6 s6
chiéu 16n nhat bang ba. Tham chi viéc twdng twong su két hop bon
chiéu ctia khong gian va thoi gian cling 1a m6t nhiém vu cam go: ching
ta khong cam nhan dwgc thoi gian (chiéu thit tw) nhw mot thi twong
dwong vGi mot chiéu khong gian. Vay con cac chiéu cao hon thi sao?
Bang cach nao ching ta c6 thé phan tich cac da tap véi sé chiéu bang
nam, sau hay mot tram?

Hay nghi vé diéu nay thong qua sy twong tuw sau: cac bitc tranh cho
ta nhitng mo ta hai chiéu ctia cac vat thé ba chiéu. Cac hoa si vé cac
hinh chiéu hai chiéu ctia nhitng vat thé do trén vai toan, va st dung cac
k¥ thuat phoi canh dé tao ra nhitng do giac vé chiéu sau, chiéu thit ba,
trong cac birc tranh cia ho. Twong ty nhu vay, ta c6 thé hinh dung vé
cac vat thé bon chiéu bang cach phan tich nhitng hinh chiéu ba chiéu
cua chung.

C6 mot cach khac, hiéu qua hon dé hinh dung veé chiéu thit tw, doé
la nghi vé cac vat thé bon chiéu nhw mot tap hgp cac “lat cat” ba chiéu
cta chung. Viéc nay cling giéng nhit cat 1at mét 6 banh my, mot vat thé
ba chiéu, thanh cac lat méng ma chiing ta c6 thé coi nhw c6 so chiéu la
hai.

Néu chiéu thit tw biéu dién thoi gian, thi viéc “cat 1lat” bon chiéu
nay da dugc biét dén dwdi cai tén la chup anh. Thyc vay, chup nhanh
bitc anh ctia mot nguwdi chuyén dong cho ta mat lat cat ba chiéu ciia mot
vat thé bon chiéu biéu dién ngudi do trong khong-thai gian bon chiéu
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(1at cat nay sau d6 dwoc chiéu xuéng mot mat phang). Chup lién tiép
vai bitc anh, ta sé thu duwgc mot tdp hgp céac lat cat nhuw thé. Néu cho
nhitng bitc dnh nay chay nhanh treéc mat, ta c6 thé thdy dwgc hinh anh
chuyén dong. Pay ro rang la y twdng co ban cta dién anh.

Ta cling c6 thé chuyén tai an twgng vé chuyén dong cua ngudi nay
bang cach dé cac birc anh canh nhau. Vao dau thé ky 20, cac hoa si rat
quan tam tGi y twdng nay va da st dung né nhv mot phwong phap long
ghép chiéu thit tv vao b tranh cta hg, dé lam cho né tré nén song
dong hon. Mot cot mdc trong xu hwdng nay la biéc tranh Nude
Descending a Staircase, No.2 (Nguwoi dan ba khéa than di xudng cau
thang, s6 2) ciia Marcel Duchamp vé nam 1912.
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That thd vi néu ta lvu tdm dén thuyét twong doi cia Einstein, mot
ly thuyét da chitng minh rang khong gian va thoi gian khong thé tach
roi nhau, cling xuat hién vao cung khoang thoi gian d6. N6 da mang
khai niém continuum cia khong-thdi gian bén chiéu t6i tuyén dau cua
vat ly. Cung thoi diém dé, cac nha toan hoc nhw Henri Poincaré ciing
nghién cttu sau nhitng dang hinh hoc bi an véi s6 chiéu cao hon, vugt
ra khoi mau hinh Euclid.

Duchamp bi mé hodc bdi y twéng vé chiéu thit tv cling nhw hinh
hoc phi Euclid. Khi doc cudn Elementary Treatise on Four-
Dimensional Geometry and Introduction to the Geometry of n-
Dinensions (Chuyén luan so cap vé hinh hoc bon chiéu va nhap mon
hinh hoc n-chiéu) cta E.P. Jouffret, cuén sach gi6i thiéu cu thé veé
nhitng y twdng dot pha ctia Poincaré, Duchamp nhan xét nhw sau:

Cai béng ctia mgt hinh bon chiéu chiéu xuéng khéng gian ctia ching ta la mot cai bong ba
chiéu (xem Jouffret - Hinh hoc cua chiéu thit 4, trang 186, ba dong cudi cung)... twong tw véi
phuong phap ma cac kién tric s da dung dé vé mat bang moi tang cua mot ng6i nha, mot hinh
4-chiéu c6 thé dugc biéu dién (theo moéi tang cua nd) bdi cac lat cat ba chiéu. Nhitng tang khac

nhau dé sé dugce lién két véi nhau bai chiéu thi tw.

Theo nha nghién cttu lich st hoi hoa Linda Dalrymple Henderson,
B “Duchamp tim thdy diéu gi d6 mang tinh cach mang & nhitng hinh
hoc mdi, thach thitc ‘nhitng chan 1y’ da cé tr 1au doi.” Ba viét, moi
quan tdm ctia Duchamp va cac hoa si cuing thai khac vé chiéu thit tw 1a
mot trong nhitng yéu t6 gop phan khai sinh trudng phai hoi hoa triru
tong.

Nhu vay, toan hoc da cung cap y twéng cho hoi hoa; né cho phép
cac hoa si nhin thidy nhitng chiéu an gidu va truyén cam hitng cho ho
pho bay mot s6 chan 1y sau sac vé thé gidi caa chiing ta duwdi mot hinh
thitc thdm my nhw tréu nguwoi thi gidc. Nhitng tac pham hdi hoa hién dai
ma ho da sang tao ra gitip nang cao nhan thitc cta chiing ta vé thuc tai,
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va anh hudng téi y thiec tap thé. Biéu do6 lai anh hwdng nguogc lai tGi
nhitng thé hé cac nha toan hoc ké ti€ép. Triét gia ctia khoa hoc, Gerald
Holton viét vé diéu nay rat sau sac:®!

Thye vay, m6t nén van hdéa dwgc nudi dudng bdi sy tirong tac gitta cac bd phan cdu thanh nén
no. Tién trinh phat trién cta van hoa la mot qua trinh gia kim thuat, trong dé tat ca nhitng bo
phén khac nhau ay c6 thé dugce két hgp lai dé tao ra nhitng vién ngoc quy gia. Vé diém nay, toi
hinh dung ra, ca Poincaré va Duchamp déu sé nhat tri v@i t6i va vdi nhau, c6 1€ ltic nay, ca hai
da gdp nhau & dau do trong siéu khong gian, noi ho da rat muc yéu thich, theo cach riéng cta

minh.

Toan hoc cho phép chiing ta tiép thu tat ca nhitng bién thé, hinh
dang va dang thitc cia hinh hoc. N6 1a mot ngon ngi phé quat ma ta co
thé ap dung nhw nhau trong tat ca cac chiéu, bat ké ching ta c6 hinh
dung duwgc nhitng vat thé twong @ng hay khong, va né cho phép ching
ta virgt ra ngoai tri twdng twgng han ché cia minh. Bing nhw Charles
Darwin viét, cac nha toan hoc ban cho chiing ta thém “mét giac quan
mai”

Chang han, du khéng thé hinh dung dwgc mot khong gian bon
chiéu, nhung ching ta lai c6 thé hién thuc hoa chiing bang toan hoc.
Ching ta c6 thé biéu dién cac diém trong khong gian nay mot cach don
gian bang mot bo bon so (x, y, z, t), cling giong nhw biéu dién cac diém
cta khong gian ba chiéu bang bd ba so (x, y, z). Theo cing mot cach
nhw vay, ta c6 thé nhin cac diém trong mot khong gian phang n-chiéu,
vdi n bat ky, nhw mot bo n so (ta c6 thé phan tich ching nhw cac hang
cua mot bang tinh, nhu da thao luan ¢ chuong 2).

Co 1é t0i can phai gidi thich tai sao lai nhac dén nhitng khong gian
nay nhue nhitng khong gian phang. Mot duong thang thi rd rang la
phang, va mot mat phang cting vay. Nhung viéc ta coi mot khong gian
ba chiéu la phang thi chang hién nhién chit nao. (Chu y rang & day t6i
khong noi vé cac da tap v@i do cong khac nhau dugc nhiing vao khong
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gian ba chiéu, vi nhv mot mat cau hay mét mat xuyén. Ma t6i dang noi
vé chinh khong gian ba chiéu.) Nguyén do la n6 khong c6 d6é cong nao
ca. bBinh nghia chinh xac vé do cong la rat tinh té€ (n6 da dwoc dua ra
boi Bernhard Riemann, ngudi sang tao ra cac dién Riemann), va t6i sé
khong di vao chi tiét ¢ day vi n6 it lién quan tdi nhitng muc tiéu trueéc
mat cta ching ta. Mot cach kha hay dé twong tuwgng vé tinh phang cia
khong gian ba chiéu dé la thtra nhan rang né cé ba truc toa do vo han
vuong goc vGi nhau, cling nhw mat phang c6 hai truc toa do vudng goc.
Twong tw nhw vay, mot khong gian n-chiéu, v6i n truc toa do vudng
goc, sé khong c6 do cong va do vay no la phang.

Trong hang thé ky, cac nha vat ly nghi rang chiing ta song trong
mot khong gian phang ba chiéu, nhwng nhw da thdo luan & phan 10i néi
dau, trong thuyét twong doi rong ctia minh, Einstein chi ra rang hdp dan
lam cong khong gian (do cong la rat nhd, do vay trong doi song hang
ngay chung ta khéng nhan thdy duwgc, nhung do cong do6 qua that la
khac 0). Bgi vay khong gian cta ching ta thyc ra chinh la mot vi du vé
mot khong gian cong ba chiéu.

Do vay xuat hién cau héi: mot khong gian cong c6 thé ty ton tai
nhw thé nao, néu né khong bi nhing vao mot khong gian phang vdi s6
chiéu 16n hon, nhw cach ma mot mat cau dwgc nhing vao mot khong
gian phang ba chiéu. Chiing ta thwong nghi rang khéng gian ma ta dang
song la phang, va do dé theo kinh nghiém s6ng hang ngay, mét hinh
dang bi udon cong dwong nhw chi xudt hién bén trong gidi han cta
khong gian phang d6. Nhung day la mot sy hiéu nham, mot gia twgng
trong nhan thitc han hep ctia ching ta vé thyc tai. Va trd tréu thay
khong gian ma ta dang song lai chang phang chit nao! Toan hoc cho ta
mot cach dé thoat khéi cam bay nay: nhw Riemann da chi ra, cac khong
gian cong tw ching ton tai, khng can phai c6 mot khong gian phang
nao chita chiing cd. Céi ching ta can dé dinh nghia mot khong gian nhw
vay la mot quy tac do khodng cach giita hai diém bat ky trong khong
gian dy (quy tac nay phai thoa man mot so tinh chat ty nhién); cac nha
toan hoc goi do la metric. Nhitng khai niém toan hoc nhuw metric va
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tensor do cong, duwgc dé xudt bdi Riemann, chinh la nhitng hon da tang
cho thuyét twong doi rong cia Einstein.=

Cac hinh dang cong, hay cac da tap, c6 thé c6 s6 chiéu cao tuy y.
Can nhac lai rang dwong tron la tap hop cac diém trén mat phang, cach
déu mot diém cho trwdc (hay nhuw gidm khdo cta t6i & MGU nhan
manh, la tap hop tdt cd cac diém nhw vay!). Twong tw, mot mat cau la
tap hop tat ca cac diém trong khong gian ba chiéu cach déu mot diém
cho truwéc. Bay gio ta c6 thé dinh nghia mot mat cau twong tw nhung c6
sO chiéu cao hon - mot s6 ngudi goi do la mat siéu cau - 1a tap hop cac
diém cach déu mot diém cho truede trong khong gian n-chiéu. Piéu kién
nay dwa ra mot rang budc doi véi n toa do. Do vay so chiéu ctia mat
siéu cau trong khéng gian n-chiéu la (n — 1). Hon ni¥a, ta c6 thé nghién
cttu vé nhém Lie cac phép quay ctia mat siéu cau nay.? N6 duwgc ky
hiéu la SO(n).

T quan diém phan loai cac nhom trong Vwong quoc Toan hoc, ho
cac nhom Lie dugc phan thanh hai chi: chi cdc nhém Lie hitu han chiéu
(nhw 1la nhom duwong tron va nhom SO(3)), va chi cac nhém Lie vo han
chiéu. Chad y rang cac nhom Lie hitu han chiéu nhwng van la v6 han,
theo nghia rang né c6 vo han cac phan tr. Chang han, nhém duwong tron
c6 vo han cac phan t¥ (ching la cac diém trén dwong tron). Nhung né
la mot chiéu bdi vi tat ca cac phan tir cia né c6 thé dugce biéu dién bai
mot toa do (la goc). Vi mot nhom Lie vo han chiéu, ching ta can vo
han cac truc toa do dé biéu dién cac phan tr cua ching. Kiéu “vo han
kép” thé nay la rat khé hinh dung. Nhung vi nhithg nhém nay ciing
xudt hién trong ty nhién, do vay ching ta ciing can phai nghién citu
ching. Bay gio t6i sé mo td mot vi du vé mot nhom Lie vo han chiéu,
dugc goi la nhom vong.

bé giai thich no6 la gi, truwdc tién, ta hay xét cac vong trong khong
gian ba chiéu. N6i don gidn, m6t vong la mot dwong cong khép kin,
nhuw dwgc vé ¢ bén trai ctia hinh duwéi day. Ching ta da thay né trudc

day khi néi vé cdc nhém bén (& do6 ta goi ching la cac “nat”).2 T6i
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muon nhan manh rang nhitng dwong cong khong khép kin, nhw dugc vé
0 bén phai caa hinh vé, khong dugc coi la cac vong.
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Day 1a mot vong|

https://thuviensach.vn



https://thuviensach.vn



Twong tu, ta cling c6 thé xét cac vong (tirc 1a cac duong cong khép
kin), trong mot da tap M bat ky. Khong gian tat ca cac vong nhu vay
goi la khong gian vong cua M.

Nhu ta sé thao luan chi tiét hon trong chwong 17, cac vong nay
déng mot vai tro quan trong trong ly thuyét day. Trong vat ly lwgng t
thong thwong, cac doi twgng co sé la cac hat co ban, nhw electron hay
quark. Chung la nhitng doi twong gidng nhuw cac chat diém, khong c6
cau truc nodi tai, tirc 1a c6 s6 chiéu bang 0. Trong ly thuyét day, nguoi ta
thtra nhan rang cac doi twgng co ban cua ty nhién la cac day mot chiéu.
B Mot day dong (khép kin) la mot vong nhing trong mot da tap M
(khong-thai gian). Diéu do giai thich tai sao cac khong gian vong lai la
nguon song cua ly thuyét day.

Bay gio ta xét khong gian vong cua nhom Lie SO(3). Nhitng phan
tl cia nd la cac vong trong SO(3). Hay xét ky mot trong s6 nhitng vong
nay. Trudc hét, né twong tw nhw vong duge vé & trén. Thuc vay, vi
SO(3) l1a ba chiéu, nén & thang kich thwéc nhé, né trong giong nhuw mot
khong gian phang ba chiéu. Thi¢ hai, moéi diém trén vong nay la mot
phan ti ctia SO(3), titc 1a mot phép quay ctia mat cau. Do vay, vong cia
ching ta la mot doi twgng phite tap: no la tap hop cac phép quay mot
tham s0 ctia mat cau. Cho tredc hai vong nhw vay, ta cé thé tao ra vong
thit ba bang cach hgp thanh cac phép quay twong ng ctia mat cau.
Bang cach dé khong gian vong cua SO(3) trd thanh mot nhém. Ta goi
né la nhém vong ctia SO(3).2 Pay la mot vi du dién hinh vé mot nhom
Lie v6 han chiéu: ching ta khong thé biéu dién cac phan t¥ cia né bang
mot so httu han cac toa do duoc.2

Nhém cac vong ctia mot nhém Lie bat ky khac (chang han nhw
nhom SO(n) cac phép quay ctia mdt siéu cau) cting la mot nhom Lie v
han chiéu. Nhitng nhém vong nay chinh la cdc nhém dé6i xitng trong ly
thuyét day.
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Khai niém thi hai c6 lién quan v6i bai bao cta Feigin va Fuchs ma toi
dang nghién cttu la khai niém dai s6 Lie. Theo nghia nao d6, moi dai so6
Lie la mot phién ban don gian héa cia mot nhém Lie cho truéce.

Thuat ngit “dai s6 Lie” chac chan sé gay ra mét s6 nham lan. Khi
nghe tir “dai s6”, ta sé nghi ngay vé nhitng thit dugc hoc & trudng pho
thong, nhu viéc gidi cac phwong trinh bac hai, chang han. Tuy nhién,
bay gio cum tr “dai s6” lai duwgc st dung theo mot nghia khac, rong
hon: nhv mot phan khong thé tach roi cua thuat nglt “dai s6 Lie”, lién
quan tGi cac doi twgng toan hoc c6 nhitng tinh chat cu thé. Bat ké
nhitng gi ma cai tén do co thé goi 1én, cac déi twong nay khong tao
thanh mot ho trong 16p tat ca cac dai s6, nhu cac nhom Lie tao thanh
mot ho trong 16p tat cd cac nhém. Nhung dirng ban tam vé diéu do,
ching ta danh phai song chung véi sy thiéu nhat quan cta hé théng cac
thuat ngit nay thoi.

Dbé giai thich mot dai so Lie la gi, trudc tién téi phai noéi vai ban vé
khai niém khong gian tiép xtic. Bing lo, chiing ta sé khong di qua xa
khoi khai niém tiép tuyén dau; ching ta sé di theo mot trong nhitng y
twong then chot cua gidi tich goi 1a “tuyén tinh héa”, titc la lam xap xi
mot hinh dang cong bdi nhitng hinh dang tuyén tinh, hay phang.

Chang han, khong gian tiép xtic ciia mot dwong tron tai mot diém
cho trudc la duwong thang di qua diém dé va la duong thang gan véi
duwong tron nhat trong so tat ca cac duwong thang di qua diém do6. Ching
ta da gap tinh hudng nay truwdc day khi noi vé s chiéu ctia dwong tron.
Puong tiép tuyén chi cham vao duwong tron & mot diém cu thé, va mai
cling chi la hoi cham thoi, trong khi tat cd cac duwong thang con lai di
qua diém nay cat dwong tron ¢ mot diém khac nita, nhw chi ra ¢ hinh
dudi day.

https://thuviensach.vn



https://thuviensach.vn



Twong ty nhw vay, bat ky mot dwong cong nao (titc la, mot da tap
mot chiéu) ¢ gan mot diém cho trudc ciing déu co thé dugce tinh xap xi
bang mot dwong tiép tuyén. René Descartes, nguoi dwa ra mot phuwong
phap hiéu qua dé tinh toan nhitng duwong ti€p tuyén nay trong cudn
Géometrie (Hinh hoc) cng bd nam 1637, viét:™2 “T6i dam noi rang day
khong chi la bai toan hitu ich va téng quat nhat trong hinh hoc ma toi
biét, ma tham chi con la bai toan trudc kia toi rdt muon biét.” Twong tu
nhu vay, mot mat cau ¢ gan mot diém cho trudc, cling c6 thé duge xap
xi béi mot mat phang tiép xic. Hay nghi vé qua béng ro: khi chiing ta
dat n6 trén nén nha, n6 sé cham vao nén nha & mot diém, va nén nha trg
thanh mat phang tiép xic ctia né tai diém do.” Va mét da tap n-chiéu
cling c6 thé duwgc xap xi, tai mot diém cho trudc, bang mot khong gian
phang n-chiéu.

Va bay gio, v6i mot nhém Lie bat ky, ta c6 mot diém dac biét,
chinh 1a phan t&* don vi cia nhém d6. Ta lay khong gian tiép xtic ctua
nhom Lie tai diém nay - va ddy roi, dé chinh la dai s6 Lie cia nhom
Lie nay. Do vay moi nhom Lie déu c6 mdt dai so Lie riéng, n6 ciing
giong nhu em gai ctia nhom Lie dy vay.™

Chang han, nhém dwdng tron la mot nhém Lie, va phan ti don vi
ctia nhém nay la mot diém cu thé trén dwong tron™ twong wng vai goc
quay bang 0. Bagi vay, duong tiép tuyén tai diém nay chinh la dai so Lie
ctia nhém duwong tron. Rat ti€c, ching ta khong thé vé dwgc hinh cua
nhom SO(3) va khong gian ti€p xtc ctia n6 bdi vi ching déu la ba
chiéu. Nhung ly thuyét todn hoc mo td khong gian tiép xic dugc thiét
1ap theo cach cé thé van hanh tron tru cho tat ca cac s6 chiéu. Néu ta
muon hinh dung xem moi thit van hanh nhw thé nao, ta c6 thé mé hinh
héa ching trén cac vi du mot hay hai chiéu (giong nhw mot duwong tron
hay mot mat cau). Khi lam nhu vay, ta st dung cac da tap véi so chiéu
thap hon nhw mot an du cho cac da tap cé so chiéu cao hon, phitc tap
hon. Nhung chiing ta khong nhat thiét phai lam nhw vay; ngon ngit toan
hoc cho phép ching ta virgt 1én trén trire giac han ché ctia minh, vé mat
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toan hoc, dai s6 Lie cia m6t nhém Lie n-chiéu la mot khong gian
phang n-chiéu, con dugc biét dén nhw mot khong gian vector.!

Con nhiéu diéu hon thé nita. Phép nhan trén mot nhém Lie lam
ndy sinh m6t phép toan trén dai s6 Lie ctia né: cho trwdc hai phan t
cua dai so Lie, ta c6 thé xay dung phan tir thit ba. Nhitng tinh chat cta
phép toan nay kh6 mé ta hon nhitng tinh chat ctia phép nhan trong mot
nhom Lie, va & thoi diém nay ching ciling khong may quan trong doi
vGi ching ta.”2 Mot vi du ma c6 1€ da quen thudc v6i nhitng doc gia
tirng hoc giai tich vector, do la phép nhan c6 huéng trong khong gian
ba chiéu.™ Néu ban tirng thay phép toan nay, ban c6 thé ban khoan vé
nhitng tinh chat trong rat ky qudc ctia n6. Va ban cé doan dugc khong,
chinh phép toan nay thyc sy bién mot khong gian ba chiéu thanh mot
dai s6 Lie!

Thuc té hoéa ra day chinh 1a dai s6 Lie ctia nhém Lie SO(3). Nhw
vay, phép toan lay tich c6 hwéng trong cé vé la lung kia lai dugc ké
thira ttr quy tac hgp thanh cac phép quay ctia mat cau.

Ban c6 thé thac mac rang tai sao ching ta lai phai ban tam vé cac
dai s6 Lie néu nhw phép toan trén ching lai c6 vé ky quac nhw vay. Ma
tai sao no lai khong gan vGi cac nhém Lie? Nguyén do chinh la bai vi,
khong giong vGi nhom Lie, thuwong bi udn cong (giong nhw dwong tron,
chang han), mot dai s6 Lie lai 1a mot khong gian phang (nhu duwong
thang, mat phang...). Diéu nay khién cho viéc nghién cttu cac dai s6
Lie trd nén don gian hon nghién cttu cac nhom Lie.

Chang han, ta c6 thé noi vé dai so6 Lie ctia cic nhéom vong.
Nhitng dai s6 Lie nay, thit ta c6 thé hinh dung nhu la nhitng phién ban
don gidn héa ctia cac nhom vong, dwgc goi la cac dai s6 Kac-Moody,
dat theo tén cda hai nha toan hoc: Victor Kac (sinh tai Nga, di cw dén
My, hién la giao su tai MIT) va Robert Moody (sinh tai Anh, di cu sang
Canada, va hién la gido su tai Dai hoc Alberta). Ho bat dau nghién cttu
cac dai so Lie nay doc lap véi nhau tr nam 1968. Ké twr do, ly thuyét vé
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cac dai s6 Kac-Moody da tré thanh mot trong nhitng linh vuc “hot”
nhat va phat trién manh nhat trong toan hoc."

Pai s6 Kac-Moody chinh la dé tai Fuchs goi y cho nghién cttu tiép theo
cta t6i. Khi bat dau hoc vé tat ca nhitng thit nay, t6i ty thay ban than sé
con phai hoc rat nhiéu trwéc khi dat téi ngwdng cé thé ty minh lam
duoc diéu gi d6. Nhung t6i thay rat hao hitng voi dé tai nay.

Fuchs séng & khu vie dong bac cia Moscow, khong xa ga xe Itta
ma t6i c6 thé bat tau vé nha. Moi thit Sau t6i thwong vé nha nghi cudi
tuan, do vay Fuchs bdo t6i dén nha 6ng vao lic 5h chiéu, roi tir d6 bat
xe Ifa vé nha sau khi gap mat. T6i thuwong lam viéc vGi 6ng khoang ba
gio (va trong thoi gian d6 6ng thuwong moi t6i an tdi cung gia dinh), roi
sau d6 sé bat chuyén tau mudn nhat, vé dén nha vao khodng nita dém.
Nhitng bubi gap gd nhw vay dong mot vai tro quan trong trong viéc hoc
toan cuda t6i. Ching t6i gap nhau hang tuan, trong sudt ky hoc mua thu
nam 1986, va sau do la ca ky hoc mua xuan nam 1987 nira.

Mai cho t6i thang 1 nam 1987, t6i mdi doc xong bai bao dai cua
Feigin va Fuchs va ty cam thdy minh da c6é thé bat dau dé tai nghién
cttu. Lac do, t6i da cé thé vao thu viéen Khoa hoc Moscow, mét nguén
sach bao khong 10, khong chi bang tiéng Nga (rat nhiéu trong s6 do
cling c6 trong thuw vién cta Kerosinka), ma ca bang nhitng thi¢ tiéng
khac nita. T6i dén do6 thwong xuyén hon, mai mé vdi nhitng tap chi toan
hoc, tim kiém nhitng bai bao vé dai s6 Kac-Moody va ca nhitng chu dé
lién quan.

T6i cling rat ham hé hoc vé nhitng ng dung ctia cac dai s6 nay
trong vat 1y lwgng t, thit von c6 sitc 16i cudn manh mé déi véi téi. Nhw
toi da nhac dén & trén, cac dai s0 Kac-Moody déng mot vai tro quan
trong trong ly thuyét day, nhung ching ciling la nhitng doi xitng ctia cac
mo hinh vat 1y lwgng t hai chiéu. Ching ta song trong mdt khong gian
ba chiéu, do vay nhitng m6 hinh thirc tién mo6 ta thé gidi ctia chiing ta
phdi 1a ba chiéu. Néu gop thém thoi gian vao, ta sé c6 bon chiéu.
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Nhung vé mat toan hoc, khong cé gi ngan tré ching ta xay dung va
phan tich nhitng m6 hinh mo ta thé gi6i véi cac so chiéu khac. Nhitng
mo hinh c6 s6 chiéu nhé hon ba thi sé don gian hon, va chiing ta c6 co
may gidi quyét ching. Sau d6 ching ta c6 thé st dung nhitng gi thu
duwgc dé tan cong nhitng mo hinh ba, bon chiéu phitc tap hon.

Thyc té, diy la mot trong nhitng y twéng chinh cia mon goi la
“vat ly toan” - nghién cttu nhitng mo hinh v@i so chiéu khac nhau, ma
khong nhat thiét phai 4p dung truc ti€p duge vao thé gidi vat chat cta
ching ta, nhung lai c6 chung mot s6 dac diém noi bat.v.6i.caic mo hinh
thue tién.

Mot s6 nhitng mo hinh thap chiéu nhuw vay ciing c6 nhiéu tng
dung vao thé gidi thire. Chang han, m6t thanh kim loai rat méng cé thé
dugc coi nhw mot hé hai chiéu va do dé c6 thé dugc mo ta hiéu qua béi
mot mo hinh hai chiéu. Mot vi du noéi tiéng la mé6 hinh Ising cua cac hat
twong tadc chiém cac nat cia mot mang hai chiéu. Nghiém chinh xac
cho mo6 hinh nay, do Lars Onsager dwa ra, da cung cap nhitng hiéu biét
c6 gia tri sdu sac doi véi hién twgng tir héa tw phat, hay hién tuwgng sat
tir. Thi¢ c6t 16i trong tinh todn ctia Onsager la mot d6i xirng an gidu cla
mo hinh nay, diéu nay mot lan nita nhan manh vai tro to 16n cta doi
xing trong viéc tim hiéu cac hé vat ly. Sau nay, nguoi ta hiéu rang doi
xitng d6 dugc mo td bdi dai s6 Virasoro, ho hang gan véi dai s6 Kac-
Moody." (Thyc t€, dai s6 Virasoro la cht dé chinh trong bai bao cua
Feigin va Fuchs ma t6i dang doc.) Ciing c6 mot 16p 16n cac mo hinh
kiéu nay, trong do6 nhitng doi xitng dwgc mo ta bdi dai s6 Kac-Moody
la rat thich hgp. Ly thuyét toan hoc cia dai s6 Kac-Moody la cuc ky
quan trong dé hiéu vé nhitng moé hinh nay."

Thu vién tai Kerosinka dat mua mot &n pham cé tén la Referativny
Zhurnal, m6t tap chi tham khdo. Tap chi nay, c6ng bd hang thang, c6
nhitng bai diém ngan gon tat ca cac bai bdo méi, dugc viét bang tat ca
cac thit tiéng, duwgc sap xép theo cac chu dé, moi bai bao c6 mot doan
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tom tat ngan. To6i bat dau doc tap chi nay déu dan, va hoa ra n6 lai la
mot nguén quan trong biét nhirong nao! Moi thang mot tap vé cac bai
bao méi lai dugc in, va tdi luc lgi trong nhitng muc phu hgp dé tim xem
c6 gi d6 ma minh quan tdm khéng. Néu tim thay th gi d6 cé vé hap
dan, t6i sé ghi lai tén tai liéu tham khao nay, dé lan sau dén thw vién toi
sé muon doc. Bang cach nay, toi da kham pha ra rat nhiéu diéu thu vi.

Mot hom, trong khi 1at gid tap chi Referativny Zhurnal, t6i tinh cO
bat gap mot bai diém cho bai bao ctia nha toan hoc Nhat Ban, Minoru
Wakimoto, dwgc céng b6 trong tap chi Communications in
Mathematical Physics, mot trong nhitng tap chi vé vat 1y toan ma toi
theo doi rat sat. Bai diém nay khong noéi nhiéu, nhung nhan dé cia no
nhac dén dai s6 Kac-Moody gan véi nhom cac phép quay ctia mdt cau,
titc nhom SO(3), do do6 toi ghi lai tén tai liéu tham khao nay va trong
lan ghé tiép theo vao thw vién khoa hoc, t6i lién doc bai bao do.

Trong bai bao, tac gia xay dyng nhitng thuyc hién méi cua dai s6
Kac-Moody gan véi SO(3). Bé xem thue chat nhitng thye hién do 1a gi,
toi sé st dung ngon nglr cua vat ly lugng tv (vat ly c6 lien quan & day
la béi vi cac dai s6 Kac-Moody mo ta nhitng doi xitng ctia cac mo hinh
thudc vat 1y lwgng t). Nhitng mo hinh lwgng ti hién thyc, giong nhw
nhitng mo hinh mo ta twong tac cuaa cac hat co ban, la kha phtc tap.
Nhuwng ching ta cé thé xay duwng nhitng mo hinh ly twéng héa, don gidn
hon, goi la “nhitng m6 hinh trwong tw do”, trong d6 khong cé hay gan
nhuv khong c6 twong tac nao cad. Nhitng truong lwong ti trong cac mo
hinh nay la “tw do” d6i v6i nhau, nén méi c6 tén goi nhu thé ™= Thudong
thi ta c6 thé thie hién mot mo hinh lwgng ti¢ phitc tap, do d6 ma tha vi
hon, & bén trong mot trong nhitng mo hinh tredng tw do nay. Diéu nay
cho phép ching ta m6 xé va phan tich cau tric nhitng mé hinh phtc
tap, va thuc hién cac tinh toan ma khong lam duwgc ¢ nhitng m6 hinh
khac. Két qua la nhitng thwc hién nhu thé tréd nén rat hitu ich. Tuy
nhién, vi nhithg mé6 hinh lwgng ti gan véi dai s6 Kac-Moody la cac doi
xitng, nén cac vi du da biét vé nhitng thuc hién treong tv do nhu thé la
rat gi6i han.
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Khi doc bai bao ctia Wakimoto, t6i nhan thdy ngay rang két qua
nay co thé dwgc dién giai nhu la viéc gan mot thye hién trweong tu do
rong nhat c6 thé cho trwong hop dai s6 Kac-Moody don gidn nhat, gan
vdi SO(3). Toi hiéu dugc tam quan trong cua két qua nay, va né da
khién toi tw hoi: thye hién nay dén tir dau? C6 cach nao dé tong quat
héa né cho cac dai s6 Kac-Moody khac hay khong? T6i cam thdy da
san sang dé giai dap nhitng cau hoi nay.

Lam sao dé mo6 ta hét sy phan khich ma t6i cAm thay khi nhin thay
cong trinh dep dé nay va nhan ra dwogc tiém nang ctia n6? To6i doan no
cling giong nhw khi, sau m6t hanh trinh dai, mot dinh nui stirng sitng dot
nhién xuat hién. Ban sitng so t6i ngdp thd, bi hut vao vé dep hung vi
clia no, va tat ca nhitng gi ban c6 thé thot ra 1a “O!”. D6 la khoanh khéc
thién khai. Nhung ban con chwa 1én dugc tdi dinh, tham chi van chwa
biét nhitng tré ngai sap phai déi mat, nhung sitc quyén rii cia dinh nii
ay la khong thé cuong lai, va ban twéng twgng chinh minh dang dirng
trén dinh nai d6. N6 dang don cho ban chinh phuc. Nhung liéu ban c6
di manh mé va thé lyc déo dai dé 1am diéu d6 hay khong?
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Chuong 11
CHINH PHUC PINH CAO

Té’i mua heé, t6i dd san sang dé chia sé nhitng gi minh phat hién
duwgc vai Fuchs. T6i biét rang, cling nhu toi, chac 6ng sé rat phan khich
v&i bai bado cuia Wakimoto. T6i dén tim Fuchs & can biét thy ngoai 0,
nhung vira t6i noi, 6ng ndi rang c6 mot chit kho xit nho nho: 6ng da
chét hen gdp t6i va mot dong nghiép khac, mot hoc tro cii cia ong, tén
la Boris Feigin vao cuing mot ngay - 6ng no6i rang minh hoan toan vo y,
du t6i khong tin lam (mai sau nay Fuchs méi thd nhan rang chuyén do
thuc su la c6 chu y).

Mot vai thang trudc, Fuchs da gidi thieu toi v6i Feigin. Cudc gap
g0d xady ra tredc budbi seminar ctia Gelfand, ngay sau khi t6i hoan
thanhbai bao cia minh vé nhém bén va bat dau doc bai bao ctia Feigin
va Fuchs. Bugc Fuchs ggi y, toi xin Feigin vai 10i khuyéen néen doc cai
gi khac nita. Boris Lvovich, nhw sau nay t6i goi anh, lic 4y mdi ba
muoi ba tudi nhung da 1a mot trong nhitng ngo6i sao sang nhat trong
cong dong toan hoc Moscow. Mac quan jean va di doi giay son rach,
trong anh c6 vé hoi nhat nhat. Véi cap kinh day va 1én che kin d6i mat,
trong suot thoi gian néi chuyén vdi t6i, anh hoi cti xuéng dé tranh bat
gdp anh mat t6i. Khoi can phai noi, t6i cling nhit nhat va khong qua tw
tin vao-ban than: t6i van con la mot cau sinh vién, con anh da la mot
nha toan hoc noi tiéng kia ma. Do do6 day chac chan khong phai la cudc
gap g& thu vi nhat. Nhung thi thodng, anh lai nguwdc mat 1én nhin t6i
vOi nu cwoi than ai, khién khong khi cugc gap mat tré nén dé chiu han.
To6i c6 thé cam thidy duwgc s nhan hau chan thanh cta anh.
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Tuy nhién, 16i khuyén ban dau caa! Feigin lam t6i giat ndy minh:
anh khuyén t6i nén doc cudn Statistical Physics (Co hoc théng ké) cia
Landau va Lifshitz, m0t vién canh ma lic do6 t6i thay hét sitc sg¢ hai,
mot phan vi sy trung hgp, vé kich thwdc va khoi lwgng, ctia cudn sach
day c6p nay véi cudn sach gido khoa vé lich sit BPang cong san ma tat
ca chung t6i phai hoc ¢ trvong.

Theo nhitng 1ap luan cta Feigin thi day la mot 161 khuyén rat c6 co
s@ - cudn sach nay thue sy quan trong, va cudi cung thi nghién cttu cua
toi sau nay chuyén chinh xac sang hwéng d6 (mac du toi rat ho then
phai thira nhan minh van chwa doc cudn sach). Nhung lic ay, y twdng
nay khong khién td6i quan tam lam, va c6 1€ day cling la mot phan
nguyén nhan khién cho cudc tro chuyén dau tién cta chiing t6i khéng di
t@i dau ca. Thuc té, tdi khong néi chuyén lan nao nita véi Feigin, ngoai
may cau “chao hoi” khi gap anh & seminar cta Gelfand, cho t&i ngay
hom do6 @ can biét thy ngoai 6 ctia Fuchs.

Ngay sau khi t6i dén, qua ctra sO t6i nhin thay Feigin dang nhay
xuong tr chiéc xe dap. Sau khi chao hoéi va néi vai cau chuyén vu vo,
ching t6i ngbi xudng quanh mot chiéc ban tron trong bép va Fuchs héi
toi, “Sao, cau c6 gi mGi nao?”

“Vang... em da tim thay bai bao tht vi nay ctia mot nha toan hoc
nguoi Nhat tén la Wakimoto.”

“Huwm...” Fuchs quay sang Feigin: “Cau c6 biét n6 khong?”

Feigin lac dau t6 y khong, va Fuchs noi véi t6i, “Cau ta ludn biét
vé moi thit... nhwng that tot khi cd cau dy ciing chwa biét dén bai bao
nay - sé tha vi hon néu cau ay nghe cau trinh bay.”

To6i bat dau trinh bay cong trinh cia Wakimoto cho ca hai ngudi.
Pay la lan dau tién t6i c6 co hdi thdo luan chuyén sau cac khai niém
toan hoc vdi Feigin, va ngay 1ap tic t6i cdm thay ching t6i kha an y vai
nhau. Anh cham chd lang nghe va dat nhitng cau héi rat tinh té. R0
rang la anh hiéu dugc tam quan trong ctia cong trinh nay, tham chi du
cO té vé that thodi mai va binh than, nhuwng trong anh van kha phan
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khich. Fuchs hau nhw chi ng6i nhin, nhung t6i chac rang 6ng rat hanh
phtic vi ké hoach bi mat giup t6i va Feigin lam quen vé&i nhau da thanh
cong my man. B4 thue sy 1a mot budi tro chuyén hét siec an twong. Toi
cam thdy minh dang & rat gan mot diéu gi do quan trong.

C6 vé nhu Fuchs cling cam thay nhu thé. Khi t6i ra vé, ong bao
t0i: “Lam tot lam. T6i wdc rang do la bai bao ctia cau. Nhung to6i nghi
gig cau da san sang dé nang né 1én mét tam cao mai.”

Toi tré vé nha va tiép tuc nghién citu cac cau hoéi nay ra tir bai bao
ctia Wakimoto. Wakimoto khong dwa ra bat ky 10i gidi thich nao cho
cac cong thitc cia o6ng. Toi dang phai lam mot cong viéc chang khac gi
cong tac diéu tra cda toa an vay - do la c6 gang lan tim dau vét cta birc
tranh 16n nam dang sau nhitng cong thitc cia Wakimoto.

Vai ngay sau, btrc tranh ay bat dau 16 dién. Trong mot thoi khac
16e sang cua tri tué, khi dang di long vong quanh phong ngu cua minh,
toi nhan ra rang cac cong thitc cia Wakimoto bat nguon tir hinh hoc.
Pay la mot phét kién gay sttng sot vi cach tiép can cia Wakimoto la
hoan toan dai s6 - khong c6 gi goi m@ tGi hinh hoc ca.

Dé gidi thich cho cach hiéu hinh hoc cta t6i, hay cung 6n lai nhom
Lie SO(3), nhém d6i xitng ctia mdt cau va cac nhém vong ctia n6. Nhw
da giai thich trong chwong trwdc, moéi phan ti¥ thudoc nhém vong caa
SO(3) 1a mot tdp hgp cac phan ti¥ ctia SO(3), mot phan tir cia SO(3)
cho moi diém trén vong. Moi phan tit ctia SO(3) tac dong 1én mat cau
bang mot phép quay cu thé. Piéu nay ngu y rang moi phan ti thudc
nhom vong cua SO(3) lam ndy sinh mot doi xing tiw khong gian vong
cia mat cau dang xét.1

T6i nhan ra rang c6 thé sit dung thong tin nay dé thu dwgc mot
biéu dién cta dai s6 Kac-Moody gan v6i SO(3). Tuy vay, diéu nay van
con chwa mang lai cho ta cong thirc cia Wakimoto. Dé thu dwoc chiing,
ta phai chinh stta cac cong thitc theo mot cach kha triét dé. Hay nghi vé
n6 nhv viéc 16n mot chiéc do choang tir trong ra ngoai. Chung ta c6 thé
lam diéu nay vd&i bat ky chiéc 4o nao, nhung trong hau hét cac trudong
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hop, chiéc 4o khi do sé khong thé dung duwgc nita - ta khong thé mac no
& noi cong cong. Tuy nhién, van c6 nhitng chiéc do c6 thé mac duoc ca
hai mat. Va nhitng cong thitc ciia Wakimoto ciling giong nhuw thé.

Pugc trang bi nhitng hiéu biét mdi nay, tdi ngay lap titc co gang
tong quat héa cac cong thitc cia Wakimoto cho nhitng dai s6 Kac-
Moody khac, phitc tap hon. Buwéc hinh hoc dau tién van hanh tron tru,
cling giong nhw trong tredng hop SO(3). Nhung khi t6i ¢d gang “1on
cac cong thic do tw trong ra ngoai”, thi chi thu dwgc nhitng tht vo
nghia. Thit toan hoc thu dwoc don gian la phi ly. To6i vay vo du kiéu véi
cac cong thirc nay nhung van khong thé tim thdy cach vugt qua dugc
van dé. T6i con phai tinh dén kha nang rat thyc té la cach xay dung nay
chi phu hop v6i SO(3) chit khong thoa man doi vdi cac dai s6 Kac-
Moody tong quat. Khong cé cach nao dé biét chac chan van dé nay co
loi gidi hay khong, va néu c6, liéu c6 thé thu duwgc 10i giai do tr cac
phuong tién san c6 hay khong. T6i chi biét minh can phai lam viéc
cham chi nhat cé thé va hy vong diéu t6t nhat sé dén.

Mot tuan tr6i qua, va da dén lic toi gap lai Fuchs. Toi dinh néi véi
ong vé nhitng tinh toan ctia minh va xin 6ng 10i khuyén. Khi t6i dén
can biét thy cia 6ng, Fuchs néi vdi toi rang vo ong phai di Moscow dé
lo may viéc lat vat, va 6ng phai & nha tréng hai co6 con gai nhé.

“Nhung cau biét khéng,” 6ng noi, “hom qua Feigin da tGi day va
cau ta hoan toan phan khich vé nhitng gi ma cau trinh bay tuan trudc.
Tai sao cau khong dén gap cau ay - nha cau ay chi cach diy muoi lam
pht thoi. T6i da néi v6i cau ay la sé bao cau dén d6 hom nay, c6 1€ cau
ay dang cho day.”

Sau khi nghe 6ng chi dwong, t6i di dén nha cia Feigin.

Qua that, Feigin dang mong ngoéng toi dén. Anh than thién chao
dén t6i va gidi thiéu vai t6i Inna, ngwdi vg rat quyeén rii cua anh va ba
ngwoi con: hai cdu bé hiéu dong Roma va Zhenya, tdm va muwoi tudi,
cung co con gai Lisa hai tudi rat dang yéu. Lic do, t6i khong thé biét
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rang minh sé rat than thiét v4i gia dinh tuyét voi nay trong nhiéu nam
sap tdi.

V¢ cua Feigin mang cho chung toi tra va it banh, sau do hai chung
t0i ngoi ¢ hién nha. D6 la mot budi chiéu he that dep, cac tia nang lap
16 qua ké 14, chim cho6c hét liu lo, canh dong qué that tho mong. Nhung
di nhién, cudc tro chuyén nhanh chéong chuyén sang cong trinh cta
Wakimoto.

Hoéa ra Feigin ciing suy nghi vé no, va theo huwéng twong ty véi
toi. Thuc t€, ngay tir dau cudc noéi chuyén, vé co ban ching t6i ludn néi
tiép y ctia nhau. D6 la mot cdm gidc dac biét: anh ay hoan toan hiéu t6i,
va t6i cling hiéu anh ay.

To6i bat dau noéi vdi anh vé that bai trong viéc tong quat hoa cach
xdy dung trén cho cac dai s6 Kac-Moody khac. Feigin cham chu lang
nghe, va sau mot vai phit ngoi im lang suy tw, anh chi ra diém quan
trong ma t6i da bo qua. Trong khi c6 gang tong quat héa cach xay dung
ctia Wakimoto, ching t6i can phai tim dwgc mot tong quat héa thich
hgp cho mdt cau - da tap ma trén d6 SO(3) bi tdc dong béi cac doi
xitng. Trén thyc té, trong treong hop cia SO(3), su lya chon nay la duy
nhat. Nhung vGi nhitng nhém khac thi cé nhiéu lya chon khac. Trong
nhitng tinh todn cua minh, t6i mac nhién coi rang nhitng tong quat héa
tw nhién ctia mat cau la khong gian xa anh. Nhung diéu do khong nhat
thiét la diung; thyc té viéc toi lam khong di t6i dau ca c6 thé chi vi sy
lwa chon cac khong gian cua toi la qua ngheo nan.

Nhu toi giai thich & trén, cudi cung, t6i can phai “lon cong thirc ti
trong ra ngoai”. Toan bo cach xay dung nay phu thudc vao hy vong
rang, nhw c6 phép mau, nhitng cong thitc thu dwgc van con ding. D6 la
diéu da xay ra trong truong hgp cia Wakimoto, doi véi nhém don gidn
nhat la SO(3). Nhitng tinh toan cua t6i chi ra rang, déi véi cac khong
gian xa anh, thi diéu dé khong con ding nita, nhung nhw thé khong co
nghia la khong thé tim thay nhitng cach xay dung tot hon. Thay vi thé,
Feigin da khuyen toi hay thit vdi cac da tap co.*
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DPa tap co doi véi nhém SO(3) la mét cau quen thudc, do vay doi
vdi nhitng nhém khac, cac khong gian nay c6 thé dwgc xem nhw sy
thay thé ty nhién cho mat cau. Nhung cac da tap cd thi phong phi hon
va linh hoat hon cac khong gian xa anh, do do6 cach xay dung twong tw
nhu ctia Wakimoto cé thé cé co may phu hgp véi ching.

Troi tré nén t6i dan, va da dén lic t6i phéi vé nha. Chung to6i théa
thuan sé gap lai nhau vao tuan tGi, sau do t6i chao tam biét gia dinh
Feigin r6i quay trd ra ga.

Trén chuyén tau vé nha, trong mot khoang tau trong vang, vai
nhitng canh ctta s6 m@& toang trong khong khi néong am mua he, toi
khong thé ngitng suy nghi vé van dé nay. T6i phdi thit 1am no, ngay tai
day thé6i. Lay ra mot cai bat va mot tap gidy, toi bat dau viét ra cac cong
thitc cho nhitng da tap co don gidn nhat. Chiéc tau cii, giat lién héi vGi
nhitng am thanh ditt doan, lam t6i khong thé gitt chac dwoc but, khién
cac cong thirc viét ra c loan hét ca 1én. T6i tham chi khong thé doc
dugc nhitng gi minh da viét ra nita. Nhung trong qua trinh hon loan 4y,
c6 mot mau hinh xuat hién. Cac da tap co khién moi thit hoat dong tot
hon nhitng khong gian xa dnh ma téi da c6 nam bat nhung that bai
trong tuan truéc.

Thém mot vai dong tinh toan nita... va r6i Eureka! N6 da van
hanh. Cac cong thitc “1on tir trong ra ngoai” da van hanh tron tru nhw
trong cong trinh cia Wakimoto vay. Cach xay dung dwoc tong quat hoa
nay that dep. T6i ngdp tran trong vui swdng: diéu nay that qua tuyét
voi. Toi lam dwoc roi, toi da tim dwge nhitng thuc hién treong tw do
mdi cta cac dai s6 Kac-Moody!

Budi sang hom sau, t6i can than kiém tra lai nhitng tinh toan cua
minh. Moi tht déu ON. Nha caa Feigin khong c6 dién thoai, do vay toi
khong thé goi va bao cho anh nhitng phat hién méi ctia minh. T6i danh
viét ra dudi dang mot 14 thw, dinh bung khi gap lai nhau vao tuan tdi,
t0i s€ noi vdi anh vé nhitng két qua mdi cia minh.
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DPay la khai dau cho sy hop tac cta ching t6i. Anh tré thanh thay toi,
nguwdi hwdéng dan cta t6i, nha c6 van va la ban t6i. Ban dau t6i goi anh
1 Boris Lvovich, theo kiéu Nga da 16i thoi, kém theo ho cha. Nhung
sau nay anh yéu cau toi nén doi sang cach goi than mat hon la Borya.

T6i da vO cung may man vé6i nhitng ngudi thay cia minh. Evgeny
Evgenievich chi cho t6i nhan thidy dugc vé dep cua toan hoc, va khién
t6i yéu thich né. Ong ciing gitip t6i hoc dwoc nhitng diéu co ban. Fuchs
cttu giup toi sau tai hoa ¢ ky thi vao MGU, dé bat dau sw nghiép toan
hoc chap chitng ctia minh. Ong dan dét t6i vugt qua dy an toan hoc
nghiém tic dau tién, qua dé mang lai cho t6i sy ty tin vao kha nang ctia
minh, va hwéng toi téi mot linh vire nghién citu day s6i dong & ranh
gidi gilta toan hoc va vat ly. Cudi cling, t6i dd san sang cho nhitng cudc
chinh phuc dinh cao. Borya da ching té la ngudi hwéng dan to6t nhat
ma t6i c6 thé mo thiy & giai doan do trong hanh trinh cia minh. Duong
nhw sy nghiép toan hoc cta t6i bat dau dugc tang toc manh hon.

Khong nghi ngo gi nita, Borya Feigin la mot trong nhitng nha toan
hoc doc dao nhat cung thé hé trén toan thé gidi, mot ngwdi mo mong
vOi si nhay cam toan hoc sau sac nhat. Anh da dan t6i qua nhitng xit s@
diéu ky cta toan hoc hién dai, chita dyng day nhitng vé dep huyén bi,
va hai hoa dén tuyét voi.

Bay gio khi da c6 nhitng hoc tro riéng cia minh, t6i mgi danh gia
hét nhitng gi ma Borya lam cho t6i (va cd nhitng gi ma Evgeny
Evgenievich va Fuchs da lam cho t6i tridc do6 nita). Lam thay gido qua
la mo6t céng viéc kho nhoc! To6i doan, vé nhiéu mat, thi n6 cling giong
nhw viéc c6 con cai vay. Ban phdi hy sinh rat nhiéu, ma khong doi héi
phai duwgc dén dap lai gi cd. Di nhién, phan thwdng cho ban doi khi lai
rat to 16n. Nhuwng bang cach nao ban chon dwgc hwdng di cho sinh vién,
khi nao chia cho ho ban tay gitip d&, va khi nao thi ném ho xuéng nuwéc
sau va dé cho ho tw hoc boi? Thi day chinh la m6t nghé thuat. Khong ai
c6 thé day cho ban cach lam diéu dé.
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Borya quan tam siu sac t@i t6i va sy tién bo toan hoc cta t6i. Anh
khong bao gio cla cho t6i phai lam gi, nhung n6i chuyén vGi anh va
hoc héi tir anh luén mang lai cho t6i cdm nhén vé hwdng di. Bang cach
nao do, anh c6 thé dam bdo chac chan rang t6i ludn biét minh muén
lam gi tiép theo. Va, véi anh ¢ bén canh, t6i luén cam thay ty tin rang
minh dang di dang huwéng. T6i rat may man vi c6 nguwdi thay nhw anh.

Luc dy, ky hoc mua thu nam 1987, nam thit tw cta t6i & Kerosinka, bat
dau. T6i da mudi chin tudi, va cudc song cta toi chwa bao gio hung
phan hon thé. T6i van song trong ky tic x4, lang thang véi ban be, bat
dau yéu... Nhung t6i van duy tri né nép hoc tap cia minh. Nhung vao
thoi diém do, t6i bé hau hét cac bai giang trén 16p va tw hoc thi (doi khi
chi vai ba ngay truwdc khi thi). T6i van thwong nhan duge diém A - chi
c6 mot ngoai 1é 1a diém B ¢ mon Kinh té chinh tri Marxist (that xau
ho).

Toi gitt bi mat véi hau hét moi nguwdi rang t6i c6 “mot cudc séng
khac” - cudc song da 1ay di hau hét thoi gian va sinh lyc cta téi - do 1a
cong viéc nghién cttu toan hoc cua t6i v6i Borya.

T6i thuwong gap Borya hai lan mot tuan. Cong viéc chinh thitc cta
anh la ¢ vién Vat ly chat ran, nhung anh khong phdi lam nhiéu & do, va
chi can c6 mat & vién mot lan moi tuan. Vao nhitng ngay khac, anh c6
thé lam viéc & can hd ctia me anh, cach nha anh do mwoi phut di bo. N6
cling gan vGi Kerosinka va ky tic xa cua t6i. D6 cling la noi ching t6i
thwong gap go. T6i thuong dén vao budi sang mudn hodc budi chiéu
som, va ching t6i sé lam viéc vGi dy an cua minh, doi khi la ca ngay.
Bubi to6i me ctia Borya mdi di lam vé, ba nau bita t6i cho chiing t6i, va
chuing t6i cing nhau ra vé vao khoang 9 hay 10 gio t6i.

Buéc dau tién trong cong viéc la t6i va Borya phai viét m6t bai
tom lwgc ngan vé nhitng két qua cta chiing to6i va gwti cho tap chi
Russian Mathematical Surveys (Tong quan toan hoc Nga). N6 dugc
cong bo sau chwra day mot nam, thé la kha nhanh so véi chuan chung
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ctia cac tap chi toan hoc.™ Sau khi hoan thanh bwéc dau tién, Borya va
toi tap trung phat trién tiép dé tai cia minh. Cach xay dung cta ching
toi rat thuyét phuc, va n6 mé ra nhiéu huéng nghién cttu magi. Ching
t0i st dung nhitng két qua nay dé hiéu sau hon vé biéu dién caa cac dai
s0 Kac-Moody. Cong trinh cta ching t6i cting cho phép phat trién mot
thye hién trvong tw do ctia cac mo hinh lwgng ti hai chiéu. Diéu nay
cho phép chung toi thuc hién cac tinh toan trong cac moé hinh nay ma
trwdc day khong thé lam dugc, két qua la chang bao 1au sau cac nha vat
ly rat quan tam t6i cong trinh ctia ching toi.

Do 1a khoang thoi gian day phan khich. Vao nhitng ngay t6i va
Borya khong gdp nhau, t6i lam viéc mot minh - & Moscow trong tuan
va ¢ nha vao nhitng ngay cudi tuan. Toi tiép tuc dén thu vién khoa hoc
r6i doc ngdu nghién sach va nhitng bai bdo vé cac chu dé cé lién quan.
T6i nhwr dang song, an va uéng cung nhitng cht dé nay. Nhu thé t6i
dam chim trong vii tru song song dep dé nay, va muon & do, ngay cang
chim sau vao gidc mo ay. Vi moi kham pha méi, moi y twéng mdi, thé
gidi diéu ky nay lai cang tré nén than thudc vdi toi.

Nhung mua thu nam 1988, khi buéc vao nam thit nam, va cling la
nam hoc cudi cung & Kerosinka, toi bi kéo tré lai vdi thyce tai. Day la
thoi diém dé bat dau nghi vé twong lai. Médc du t6i ditng dau 16p nhung
twong lai cua toi lai c6 vé rat am dam. Cha nghia bai Do Théi loai bd
hét nhitng trrong sau dai hoc va nhitng cong viéc t6t nhat san c6 cho
cac tan ctt nhan. Khéng c6 ho khau Moscow, thi moi chuyén lai con rac
roi hon nita. Ngay phéan xtr dang dén rat gan.
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Chuong 12
CAY TRI THUC

Miic di biét minh s& khong bao gié duwgc phép theo dudi mot nghe
nghiép han 1am, t6i van tiép tuc lam toan. Mark Saul c6 néi vé chuyén
nay trong bai bao ctia anh™, (c6 nhac t&i téi qua tén goi than mat la
Edik):

biéu gi thiic day Edik va nhitng ngudi khac tiép tuc theo dudi dam mé, giong nhw rat nhiéu chu
ca hoi boi ngugc dong? C6 qua nhiéu dau hiéu chi ra rang sy ky thi ho phai doi dién & bac dai
hoc sé tiép tuc dién ra trong nghé nghiép sau nay cta ho. Vay thi tai sao ho van rao riét chuan

bi va san sang dwong dau véi nhitng thit ky quac nhw vay cho sy nghiép toan hoc?

T6i khong hé trong mong nhan lai gi ngoai niém vui thuan tiy va
niém dam mé theo dudi tri thitc. T6i muon danh tron cudc doi minh cho
toan hoc don gian chi vi t6i thich lam toan.

Trong cudc song tu ham tri tré caa thdi ky X6 viét, nhitng tai nang
tré khong thé st dung hét nang luc cia ho vao kinh doanh; nén kinh té
lic nay khéng c6 thanh phan tw nhan. Thay vao do, né dwoc dat dudi
su kiém soat chdt ché cua chinh phu. Cling nhw thé, hé tv twong cong
san kiém soat viéc theo dudi tri thitc trong cac linh virc khoa hoc nhan
van, kinh té, va khoa hoc xa hoi. Moi cu6n sach hay bao chi nghién citu
trong cac linh virc nay déu phai bat dau véi cac cau trich dan tir Marx,
Engels, Lenin, va phai tuyét doi ting ho quan diém Marxist vé linh vic
dé6. Chang han, cach duy nhat dé viét mot bai bado vé triét hoc nuwdc
ngoai, la phai trinh bay né nhw mot sy phé phan “nhitng quan diém tw
san phan dong” cda cac triét gia. Nhitng ai khong lam theo cac quy tac
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nghiém ngat do sé bi quy chup va ngugc dai. Biéu twong ty cling xdy ra
v&i nghé thuat, am nhac, van hoc va dién anh. Bat ky thit gi c6 thé dugc
coi la phé phéan - du la rat xa x6i - xa hoi, chinh tri hay 16i song X6 viét
hodc don gian la di chéch khéi cac tiéu chuan ctia “chu nghia hién thuc
xa hoi chd nghia” déu bi kiém duyét gat gao. Nhitng nha van, nhac si,
va dao dién dam di theo quan diém nghé thuat riéng déu bi ngan cam,
va nhitng tac pham cua ho thi bi bé x6 hodc tiéu huy.

Rét nhiéu linh vyc khoa hoc bi chi phéi bdi duwong 16i cia Pang.
Chang han, di truyén hoc bi cam trong rat nhiéu nam béi vi nhitng
kham pha cta n6 cho thdy sy mau thuan véi 10i day ctia chu nghia
Marx. Tham chi ngdn ngtt hoc cling khong phai la ngoai 1€: sau khi
Stalin, nguoi ty cho minh la mot chuyén gia trong linh vyc nay (cling
nhu nhiéu linh vire khac), viét bai tiéu luan dang xau hé On Certain
Questions of Linguistics (V& mot so van dé dich thyc ctia ngon ngit
hoc), toan bo linh vic nay bi quy gidn vé viéc gidi thich luan thuyét da
phan la v0 nghia d6. Nhitng ai khong di theo luan thuyét dy déu bi trdn
ap.

Trong moi truong nhw vay, toan hoc va vat 1y 1a cac 6c dao cua tu
do. Mdc du cac thanh vién trong bo may lanh dao ctia Bang cdng san
muon kiém soat moi phuong dién ctia doi song, nhung day lai la nhitng
linh vire qua triru twgng va kho hiéu doi véi ho. Nhw Stalin chang han,
ong ta khong bao gio dam tuyén b gi vé toan hoc ca. Cung lic ay, cac
nha lanh dao X0 viét cing nhan ra tam quan trong cua hai linh vuc c6
vé mu mo va bi truyén nay trong viéc phat trién vii khi hat nhan, dé la
1y do tai sao ho khong muon lam x&o tron nhitng linh vyc ay. Két qua
1a, cac nha toan hoc va vat ly ly thuyét lam viéc trong dy 4an bom
nguyén ti (c6 1€ t6i nén néi thém rang, rat nhiéu trong s6 ho lam mién
cwong) déu dugc khoan thit, mot s6 tham chi con dwgc cac Anh Lén
doi xur rat tot.

Nhu vay, mot mat thi todn hoc thue sy trivu twgng va khong ton
kém, nhung mat khac, no lai hitu ich trong nhitng linh vitc ma cac nha
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lanh dao X6 viét quan tam sau sac - dac biét la trong quéc phong, linh
virc dam bdo sy ton tai cua ché do. Biéu do giai thich tai sao hau hét
cac nha toan hoc lai dugc cho phép nghién cttu mot cach hao phong va
khong phai chiu nhitng han ché€ ma ngudi ta ap dat 1én nhitng nganh
khac (trtr phi ho dinh dang dén chinh tri, nhw véi “La thw cta 99 nguoi”
ma t6i da dé cap dén & trén).

To6i tin rang do6 la 1y do chinh khién cho nhiéu sinh vién tré tai
nang chon toan hoc lam nghé nghiép. Pay la mot linh viec ma ¢ do ho
c6 thé tu do theo duoi tri thitc.

Nhung cho du c6 dam mé va yéu thich toan hoc dén thé nao di nita thi
toi cling can phai c6 mot cong viéc. Bdi vy, song song vdi cong viéc
chinh la nghién cttu toan hoc, ma t6i bi mat thwc hién véi Borya, toi
van phai thyc hién mot vai nghién citu “chinh thitc” ¢ Kerosinka.

Thay hwéng dan cua t6i & Kerosinka la Yakov Isaevich Khurgin,
giao su khoa Toan ¢ng dung, mot trong nhitng thanh vién c6 stc 16i
cubn dac biét va dang kinh nhat trong khoa. La mot cyu hoc tro cta
Gelfand, Yakov Isaevich khi dy da gan bay muoi tuoi nhung lai 1a mot
trong nhitng gido su “chat” nhat ma ching té6i c6. Nho phong cach
giang bai cuon hut va khiéu hai hwéc, 16p ctia 6ng ludon c6 dong sinh
vién theo hoc nhat. Mac du téi bé gan hét nhitng bai giang trén 16p tw
nam thit ba, nhung t6i van luén c6 gang dén nghe nhitng bai giang cua
ong vé ly thuyét xac sudt va thong ké. T6i bat dau lam viéc v4i 6ng vao
nam hoc tht ba ay.

Yakov Isaevich rat ti t& v4i toi. Ong dam bao dé t6i dugc doi xir
tot, va bat cit khi nao t6i can giup dg, ong cling ludn san sang. Chang
han, khi t6i gap chut rac réi ¢ ky tic, 6ng da dung anh hwéng ctia minh
dé can thiép. Yakov Isaevich la mot nguwdi thong minh, 6ng da hoc
dugc cach “lam viéc v6i ché d6”: mac du la nguwdi Do Thai, nhung 6ng
da c6 dugc mot vi tri uy tin & Kerosinka, la gido su va la nguoi ding
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dau mot phong thi nghiém hoat dong trong cac linh vy tir tham do dau
khi cho t6i y hoc.

Ong con 1a cdy bt néi tiéng vé todn hoc thuwdng thitc, c6 nhiéu
cuon sach ban chay vé deé tai toan hoc cho nhitng nguwdi khong chuyén.
Toi dac biét thich mét cudn trong sé do, véi nhan dé: So What? (Thé
thi sao?) N6 la cuén sach viét vé sy cong tac ctia ong v6i cac nha khoa
hoc, ky s va bac si. Qua nhitng cudc doi thoai v6i ho, 6ng giai thich
nhitng khai niém todn hoc thu vi (chu yéu la vé xac suat va thong ké,
nhitng linh vuc chinh ma ong la chuyén gia) va cac ttng dung cua
ching, theo nhitng cach dé hiéu, va dam tinh giai tri. Nhan dé cudn
sach c6 y nhac t6i sy tdo mo cua cac nha toan hoc khi ho tiép can véi
cac van deé thyc tién. Nhitng cudn sach nay va niém dam mé cta ong
trong viéc bién nhitng y twdng toan hoc tré nén dé hiéu vdi cong ching
la nguén cam hitng 16n doi véi toi.

Trong nhiéu nam, Yakov Isaevich lam viéc vGi cac bac si, hau hét
la nhitng bac si vé tiét niéu. Bong lwc ban dau cua ong thuan tiy ca
nhan. Sau khi dang ky vao hoc & Mekh-Mat thi 6ng dugc goi ra mat
tran trong Chién tranh Thé gidi lan th hai, va ¢ d6 6ng mac bénh than
nghiém trong ngay trong nhitng chién hao lanh thau xwong. Pay hoa ra
lai 1a difu may man vdi 6ng, vi nhd dé6 ma ong dugc dwa dén bénh
vién, va ¢ day nguoi ta da citu séng 6ng, trong khi hau hét nhitng ban
hoc cung 16p va cung nhap ngii véi 6ng déu da tir tran. Nhung ké tr do,
ong luon phai déi phé vdi nhitng van dé vé than, ¢ Lién X0, dich vu y
té dwoc mién phi, nhwng chat lwgng phuc vu thi lai rat thap. Bé dwoc
diéu tri t6t, ban phdi c6 moi quan hé ca nhan véi bac si hay phai dut 16t.
Nhung Yakov Isaevich lai c6 mot thit khac dé doi lai, thit rat it nguoi
c6 thé cb dugce: dé la tri thitc toan hoc uyén tham cta 6ng. Va ong st
dung n6 dé gitup d& cac chuyén gia tai gioi nhat vé tiét niéu & Moscow.

Day la mot su trao doi tuyét voi bdi vi moi khi doi than dé chirng,
ong sé nhan duwgc sy diéu tri tot nhat ctia nhitng nha tiét niéu hang dau
& bénh vién t6t nhat cia Moscow. Va day ciling la mot sy trao do6i tuyét
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voi doi vdi cac bac si, vi ong sé gitip phan tich nhitng s6 liéu thu thap
dugc, ma ¢ do thuwong hé 16 nhitng hién twong thu vi ma truede day chwa
dwgc biét dén. Yakov Isaevich thwong néi rang tw duy ctia cac bac si
chi phu hgp véi viéc phan tich bénh caa nhitng bénh nhan cu thé va dwa
ra quyét dinh dua trén tirng treong hop riéng ré. Nhung doi khi diéu
nay ciling gay ra cho ho nhiéu kh6 khan trong viéc tap trung vao birc
tranh toan canh va phat hién nhitng mau hinh va nguyén ly tong quat.
DPay la cho toan hoc trd nén hitu dung béi vi tw duy cua chiing t6i la
hoan toan khéc biét: ching t6i duwgc rén luyén dé tim kiém va phan tich
nhitng mau hinh tong quat. Nhitng nguwdi ban bac si cia Yakov Isaevich
danh gia rat cao diéu do.

Khi t6i tré thanh hoc tro cua 6ng, Yakov Isaevich da tuyén t6i
tham gia cac dv an y hoc ma ong chu tri. Cudi cung, sau khoang hai
nam ruwdi lam viéc cung Yakov Isaevich, ching téi phat trién duwgc ba
de tai khac nhau trong tiét niéu hoc. Cac két qua dwoc ba nha tiét niéu
hoc tré stt dung trong luan 4n tién si ciia ho. (O Nga, trong linh vuc y t&
con cO6 mot hoc vi cao hon sau M.D, & cung bac vdi Ph.D, doi hoi phai
viét mot luan an c6 chita nhitng két qua nghién cttu y hoc thue sw). To6i
trd thanh mot déng tac gid ctia nhiéu bai bao cong bo trong cac tap chi
y hoc, tham chi con la dong tac gia cia mot bang sang ché.

Toi con nhd ré giai doan khdi dau ctia dy an dau tién. Yakov
Isaevich va toi tdi gdp Alexei Velikanov, mdt nha tiét niéu tré, con cta
mot bac si hang dau @ Moscow. Yakov Isaevich la ban (va cling la bénh
nhan) lau nam cua Velikanov cha, nguoi da nho Yakov Isaevich giip
d& cau con trai. Alexei cho ching t6i xem mét t& giay 16n ghi nhitng di
lieu khac nhau, dwgc thu thap t khoang mot tram bénh nhan da dwoc
cat khoi u tién liét tuyén lanh tinh (thwong dwoc thdy & dan ong cao
tudi). Di¥ liéu gom c6 cac dac trung khac nhau, nhw huyét ap va nhitng
két qua xét nghiém khac, trdc va sau khi phau thuat. Alexei hy vong
c6 thé st dung nhitng dit liéu nay dé dwa ra mét so két luan vé thoi
diém phau thuat dé cé kha nang thanh cong hon, bai vay ching cho
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phép anh 4y dwa ra duwgc nhitng 10i khuyén khi nao thi nén cat bé khéi
u.

Alexei can ngudi giip phan tich nhitng dir liéu ay va hy vong rang
chuing t6i c6 thé lam dwgc viéc do6. Nhw sau nay toi dugce biét, thi day la
mot tinh huéng kha dién hinh. Cac bac si, k§ sw va nhitng ngudi khac
thwong trong doi rang cac nha toan hoc c6 cay diia than, gitp ho nhanh
chong rit ra nhitng két luan tir bat ky dir liéu nao ma ho da thu thap
duwgc. Di nhién, day la mot do twéng. That ra, ching téi c6 biét mot s6
phuong phap phéan tich thong ké hiéu qua, nhung thwong thi nhitng
phuong phap nay khong thé ap dung dwgc vi cac dit liéu khong da
chinh xac hay bai vi cé nhiéu loai dit liéu khac nhau: mét so thi khach
quan con so6 khac lai chi quan (nhw mo6 ta bénh nhan “cam thay” nhw
thé nao, chang han); hay mot so thi mang tinh dinh lwgng, nhw huyét
ap, nhip tim, s6 khac lai dinh tinh nhw nhitng ciu trd 16i “c6” hay
“khong” cho mot s6 cau hoi cu thé. Viéc dwa nhitng dir liéu khong
thuan nhat nhuw vay vao mét cong thitc thong ké la rat kho, néu khong
muon nai thang ra la khong thé.

Mat khac, doi khi ddt ra nhitng cau hoi dung sé cho phép ban nhan
ra rang mot so dit liéu khong hé lién quan va nén dugc loai bo di. Kinh
nghiém cua toi la chi c6 10 dén 15% lwgng théng tin ma cac bac si thu
thap c6 thé dwgc siv dung khi ho dwa ra nhitng khuyén cao trong chan
doan hay diéu tri. Nhung néu ban héi ho, ho sé khong bao gio no6i thang
cho ban biét diéu d6. Ho sé khang khang rang tat ca cac dir liéu déu
hitu ich va tham chi con dwa ra nhitng kich ban khac nhau c6 st dung
cac dit liéu d6. Mat kha nhiéu thoi gian dé thuyét phuc ho rang thuc ra
trong tat ca nhitng treong hgp ay, ho da bo qua hau hét dir liéu va dwa
ra quyét dinh chi dya trén rat it nhitng tiéu chuan can ban. Di nhién, doi
khi van c6 nhitng cau hoi c6 thé dwgc tra 16i don gian bang cach dwa
thém dit liéu vao mot chwong trinh thong ké nao d6. Nhung lam viéc
vdi nhitng dv an thé nay, t6i dan nhan thiy rang ching t6i, cac nha toan
hoc, hitu ich nhat déi vdi cac bac si phan nhiéu khong phai bai vi
nhitng hiéu biét ctia chiing t6i vé cac chwong trinh thong ké (vi xét cho
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cung, ban than viéc nay khong khé khan gi cd, va ai cling c6 thé hoc
duwgc), ma bdi kha nang biét dat ra cac cau hoéi ding réi thong qua suw
phan tich lanh lung va khong thién 1éch dé thu dwgc dap an chinh xac.
Va chinh “tw duy toan hoc nay” dwdong nhw méi thye sy hitu ich nhat
do6i véi nhitng nguoi khong duge rén luyén dé cé tu duy nhw cac nha
toan hoc.

Trong du an dau tién, cach tiép can nay gitp chung t6i loai bo
nhitng di* liéu khong lién quan dé r6i tim ra mot s6 moi lién hé hay
twong quan hitu ich gitta nhitng tham s6 con lai. Day khong phai la viéc
dé dang va phai mat tdi vai thang trgi, nhung ching t6i rat hanh phiic
v&i cac két qua thu duge. Ching toi viét chung mot bai bao vé nhitng
kham pha ctia minh, va Alexei da st dung n6 trong luan an tién si cia
anh. Yakov Isaevich va t6i duwgc moi téi dy 1€ bao vé, cung v6i mot
sinh vién khac ctia Kerosinka, Alexander Lifshitz, nguwdi ban t6t cta toi
va cling la ngudi tham gia dy an nay.

T6i nhd tai 1€ bao vé, khi mot trong nhitng tién si c6 mat hoi vé
tén cta chwong trinh may tinh dwgc dung dé tinh toan ra nhitng két qua
nay, Yakov Isaevich trd 10i rang tén cua n6 la “Edward-Alexander.”
Pay la sy that: ching t6i khong hé st dung may tinh, ma thay vi thé, tat
ca cac tinh toan déu dugc lam bang tay hay véi sy trg gitip ctia mot
may tinh don gian. Biém quan trong chinh khong phai 1a tinh toan (vi
n6 kha dé dang), ma la dat dwgc ra cac cau héi ding. Mot bac si phau
thuat xudt sac, cé mat tai budi bao vé, sau dé binh luan rang 6ng that su
an twong bdi héa ra toan hoc lai gitp ich nhiéu cho y hoc dén nhw vay,
va c6 1é no6 sé con hitu ich hon nita trong nhiéu nam t6i. Cong trinh cta
ching t6i dwgc cong dong y hoc hoan nghénh, va Yakov Iseavich rat
hai long.

Khéng lau sau dé, ong da dé nghi toi tham gia vao mot dy an khac
vé tiét niéu hoc c6 lién quan tdéi u than (cho mot luan an tién si khac),
va t0i cling thue hién thanh cong. Dy an th ba, dy 4n y hoc cudi cung
toi tham gia, 1a du an thu vi nhat d6i véGi toi. Mot bac si tré, tén Sergei
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Arutyunyan - ngwoi cling can gitp d& dé phan tich dir liéu caa anh cho
mot ludn an - va to6i da c6 mot moi quan hé tuyét voi. Anh dang chira
cho cac bénh nhan c6 hé thong mién dich khong tiép nhan qua than
dwgc cay ghép. Trong nhitng tinh huéng nhw vay, ngudi bac si can phai
nhanh chéng dwa ra quyét dinh, c6 nén dé ngwoi bénh tiép tuc chién
ddu vGi qua than ay hay la cat bo né di, véi nhitng hdu qua rat kho
lwong: néu ho gitt lai qua than, ngwdi bénh cé thé chét, nhung néu ho
cat boé né di, ngwdi bénh sé can mot qua khac, song lai rat kho kiém
duoc.

Sergei mu6n tim cach dwa ra nhitng khuyén cdo tin cdy nhat vé
mat thong ké, dwa trén nhitng chan doan dinh lwgng bang siéu am. Anh
c6 nhiéu kinh nghiém trong linh vyc nay va da thu thap dwgc mot
lwgng 16n di liéu. Sergei hy vong rang t6i cé thé gitp anh phan tich
nhitng dit liéu dy va tim ra duwgc nhitng tiéu chuan khach quan trong
viéc ra quyét dinh, diéu c6 thé hitu ich déi vdi cac bac si khac. Anh noi
vdi t0i rang chwa ai c6 kha nang lam viéc nay cd; hau hét cac bac si
nghi rang diéu do6 la khong thé, va thich dwa vao nhitng cach tiép can
ddc biét (ad hoc) cua riéng ho.

T6i xem xét cac dit liéu. Giong nhw nhitng dé tai trwdc, c6 khoang
40 tham s6 khac nhau duge do dac trén moi bénh nhan. Trong cac buoi
gdp g0 thuwong 1é ctia ching t6i, t0i déu hoi Sergei nhitng cau héi co6
dinh huwéng, cot tim ra dit liéu nao trong dé la thich hop va dir liéu nao
khong. Nhung day 1a mot viéc kho khan. Gidng nhu cac bac si khéc,
anh ay thwong dwa ra cac cau tra 16i dva trén nhitng treong hop cu thé,
mot diéu qua that 1a khong may hitu ich.

Toi quyét dinh st dung mot cach tiép can khac. T6i nghi, “Nguoi
dan 6ng nay dwa ra nhitng quyét dinh 4y moi ngay, va hién nhién la anh
ay rat giéi viéc do. Diéu gi sé xdy ra néu téi cd6 hoc dé ‘la anh ay’?
Ngay ca khi t6i khong biét nhiéu vé cac khia canh y hoc ctia van dg, thi
t0i van c6 thé hoc dwgc phwong phap ludn qua qua trinh dwa ra quyét
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dinh ctia anh, va t6i c6 thé st dung nhitng kién thitc dy dé dwa ra mot
bd cac quy tac.”

T6i dé nghi ching t6i choi mot loai tro choi.® Sergei da thu thap
dwgc dir liéu trén khoang 270 bénh nhan. T6i chon ngau nhién s6 liéu
tr khoang 30 nguoi trong s6 ho va dé phan con lai sang mot bén. Toi
lay bénh an ctia nhitng bénh nhan dwgc chon ngau nhién nay va bao
Sergei ngoi ¢ goc doi dién cta van phong, dat cho t6i nhitng cau hoi vé
cac bénh nhan, ma t6i sé tra 16i nho tham khao ho so. Muc tiéu cda toi
khi choi tro nay la tim cach hiéu dwgc hinh mau trong cac cau héi cua
Sergei (ngay ca khi néu t6i khong thé biét hét y nghia ctia nhitng cau
héi nay nhw anh dy). Chang han, doi khi anh dy dat ra nhitng cau héi
khac nhau, hay cung cac cau hoi nhung theo mot thit tw khac. Trong
nhitng treong hgp nhu vay, téi sé ngat 16i anh: “lan triwdc anh khong
héi diéu nay. Thé tai sao bay gi¢ anh lai héi?”

Va Sergei sé giai thich, “Bagi vi véi bénh nhan trwdc, thé tich cta
qua than la thé nay thé kia, va diéu do loai bo kich ban nay. Nhung vai
bénh nhan hién tai thi no lai thé nay thé no, va do vay kich ban nay la
kha kha quan”. T6i ghi chép tat ca chiung va c6 gang tiép thu thong tin
nay cang nhiéu cang to6t. Tham chi nhiéu nam sau, t6i van con c6 thé
hinh dung vé no6 rat ro: Sergei ngoi & mot chiéc ghé trong goc phong,
chim sau trong suy tw, bap bap ting hai thudc 14, (anh von la nguwoi dot
thudc lién tuc). T6i rat say mé c6 gang giai ma cau tric tw duy ctia anh
- diéu nay cling giong nhu thir lam ngwoc tro choi ghép hinh dé tim ra
nhi'ng manh nao la can ban. Nhitng cau tra 10i cta Sergei da mang tGi
cho t6i nhitng thong tin cyc ky vo gid. Anh dy ludn di dén chan doan
sau khong nhiéu hon ba hay bon cau héi. Sau do t6i sé so sanh né véi
nhitng gi thuc sy dd xdy ra v6i moi bénh nhan. Anh dy lu6n cuc ky
chinh xac.

Sau hon hai mwoi trweong hop, toi da c6 thé ty dwa ra cac chan
doan, bang cach lam theo bo quy tac don gidn ma t6i da hoc dwoc khi
choi tro héi dap véi Sergei. Sau mot nira ta treong hgp nita, téi gan gioi
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duwgc nhuw anh ay khi dy doan két cuc xdy ra. Thuc t€ c6 mot thuat toan
don gian trong tro choi ma Sergei da di theo trong hau hét cac truong
hgp. Di nhién, lu6n c6 mot s6 it cac trwong hgp ma thuat toan nay
khong c6 ich nita. Nhung thdm chi néu ngwdi nao cé thé chan doan
hiéu qua va nhanh chéng cho khoang tir 90 dén 95% cac bénh nhan, thi
dé cting la mot thanh cong r6i. Sergei ndi vdi toi rang trong cac tai liéu
tham khdo hién c6 vé chan doan siéu am, chwa hé c6 tai liéu nao viét vé
van deé nay.

Sau khi hoan tat “tro choi”, t6i rut ra dwgc mot thuat toan twong
minh va vé dudi dang cdy ra quyét dinh dwdi day. Ttr moi nuit (mat) cia
cdy, c6 hai canh di xuéng hai nat khac; dap an cho mot cau hoi cu thé &
nit dau tién sé quyét dinh ngwdi dung nén di t6i nit nao trong so6 hai
nut ké tiép kha di. Chang han, cau hoi dau tién la vé chi s6 khang can
ngoai bién (PR) ctia mach mau & bén trong qua than dugc cay ghép.
Pay la mot tham s6 chinh ma Sergei phat hién ra trong nghién ciu ctia
minh. Néu gia tri cia né 16n hon 0,79, thi rat c6 kha nang la qua than
cay vao khong dwge chap nhan, va bénh nhan can phai dwgc phau thuat
ngay. Trong trwong hgp nay, ching ta sé di chuyén t6i nut den & bén
phai. Néu khong, ching ta di chuyén sang nit ¢ bén trai va dat cau héi
tiép theo: Thé tich (V) ctia qua than la bao nhiéu? Va c nhw thé. Béi
vay moi dit liéu cia mGt bénh nhan sé phat sinh mot dwong di dac biét
trén cdy nay. Cay sé két thiic sau bon buwdc hodc it hon (& thoi diém
nay, y nghia ctia hai tham s6 con lai, TP va MPI, d6i v&i ching ta
khong may quan trong). Nut két thic sé chita 101 phan quyét cudi cung,
nhw dwge vé ¢ hinh bén dwdi: nit den c6 nghia la “phai phau thuat” va
nut trang c6 nghia la “khong phai phau thuat”.

Toi cho chay dit liéu cta 240 bénh nhan ma trudc dé t6i da tam
xép sang mot bén, bang thuat todn nay. Sy phu hgp that dang kinh
ngac. Trong khoang 95% cac treong hgp, né déu dan dén chan doan
chinh xac.
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Bang mot ngon ngt don gian, thuat toan trén da mo ta nhitng diém
cot yéu trong qua trinh tw duy cua mot bac si trudc khi dwa ra quyét
dinh, va né6 ciing chi ra nhitng tham s6 nao mo ta hién trang cia bénh
nhan phu hgp nhét vdi chan doan. Chi c6 bon tham s6 nhu thé, nhw vay
la da thu hep danh sach ban dau gom khoang 40 tham s6. Chang han,
thuat todn nay chi ra tdm quan trong cta chi s6 khang can ngoai bién
ma Sergei da phat trién, bang cach do dong chdy ctia mau qua than.
Viéc tim ra vai tro thiét yéu cta tham s6 nay trong viéc dua ra quyét
dinh la mot kham pha rat quan trong. Tat ca nhitng diéu nay déu co thé
dugc st dung trong nhitng nghién cttu sau hon trong linh vure tiét niéu.
Céac bac s khac cling cé thé 4p dung thuat toan nay cho cac bénh nhan
cta ho, cling nhv trac nghiém, va tinh chinh n6 dé thu dwoc hiéu qua
cao hon.

Chtng t6i viét chung mdt bai bado vé dy an nay, né la co s& cho
ludn an tién si cua Sergei, va bang sang ché anh dang ky dugc cap mot
nam sau do. Toi ty hao khi duwgc lam viéec v6i Yakov Isaevich, va ong
cling ty hao vé to6i nhw vay. Tuy nhién, du ching t6i c6 mot moi quan
hé tot dep, toi van duy tri mot doi song toan hoc “khac” - dé la cong
viéc cua toi v@i Fuchs va Feigin, di nhién tat cd nhitng thit d6 déu duwgc
gilt bi mat vdi 6ng cling nhw véi hau hét nhitng nguwdi khac. Diéu do
cling tira nhu toan hoc ng dung la vo cuda toi, con todn hoc thuan tiy la
nguwoi tinh bi mat cua t6i vay.

Tuy vay, dén khi t6i phai tim mot viéc lam, Yakov Isaevich noi sé
co tuyén dung toi lam trg ly cho 6ng & phong thi nghiém tai Kerosinka.
Viéc nay sé giup toi trd thanh nghien cttu sinh mgt nam sau do, ma ra
con duwong sang sua cho nghé nghiép trong twong lai cua téi. Nghe ra
thi c6 vé dé la mot ké hoach tuyét voi, nhung thuce té van cé rat nhiéu
tré ngai, khong it hon nhitng gi ma cha t6i da dugc canh bao khi ong
tdi Kerosinka trwdc khi t6i nop don xin vao hoc & do, nghia la t6i van
sé phai d6i mat v4i cha nghia bai Do Thai.
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Di nhién, Yakov Isaevich ciing ¥ thitc rat rd chuyén ndy. Ong da &
Kerosinka trong nhiéu thap nién, va biét ngon nganh moi thit & day
dwgc van hanh nhu thé nao. Thyc ra 6ng da dwoc chinh 6ng hiéu
treéng Vinogradov tuyén dung, ngudi Yakov Isaevich ludn rat kinh
trong. Nhung nhitng cau héi tuyén dung t6i sé duwgc xt Iy bdi nhitng
cong chtrc bac trung, chit khong phai Vinogradov, va nhitng nguoi nay
chac chan sé déng chat tat ca cac canh cita vdi nhitng ai cé tén nghe
giong ngwoi Do Thai. Tuy thé, Yakov Isaevich da biét cach do6i phé véi
hé théng nay. Vao lic bat dau ky hoc mua xuan trong ndm cudi cung
cua toi & Kerosinka, khi van dé vé viéc lam cua t6i tr@ nén bitc thiét,
ong da viét mot 1a thv xin b6 nhiém t6i vao lam viéc tai phong thi
nghiém ctia 6ng. Ong luén mang bitc thw d6 theo minh trong chiéc cip
nho, phong khi cé co hoi dich than n6i chuyén vGi Vinogradov vé toi,
thi 6ng da c6 chuan bi trudc roi.

Co hdi tw n6 nhanh chéong xuat hién. Mot hom 6ng dam sam vao
Vinogradov khi bwdéc vao cong truong Kerosinka. Gdp oOng,
Vinogradov rat vui va héi:

“Cau thé nao, Yakov Isaevich?”

“Toi té khung khiép”, Yakov Isaevich chan nan tra 16i (6ng c6 thé
la mot dién vién gioi day).

“Co chuyeén gi vay?”

“Trudc day, ching ta da lam dwoc nhiéu diéu tuyét voi ¢ phong thi
nghiém cua t6i, nhung bay gio thi khong thé tiép tuc dwgc nita. Toi
khong nhan dwgc nhan tai méi nao ca. Téi c6 mbt cau sinh vién xuat
sac, sé tot nghiép vao nam nay, nhung t6i lai khong thé tuyén dung cau
ay.”

T6i do rang Vinogradov da mudn cho Yakov Isaevich thay ai la
ong chu - ma do lai chinh la muc dich ctaa Yakov Isaevich - do vay ong
ta tra 1oi: “Purng lo, t6i s€ lo chuyén nay.”

Ngay lap tic, Yakov Isaevich chia luén 14 thw xin tuyén dung t6i
ra. Va Vinogradov khong con lya chon nao khac 1a ky no.
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Thuong thi, 1a thu nay phai dugc ky bdi ca ta nhitng nguoi khac
tredc khi duwge dat 1én ban cta Vinogradov: nhitng ngwoi ditng dau t6
chitc Boan thanh nién Komsomol va t6 chitc BPang Cong san & co sd,
va du cac loai cong chitc khac. Ho chac chan sé tim ra cach ngan tré
qua trinh nay lai dé viéc ky duyét sé khong bao gid xdy ra. Nhung bay
gio no da cé chit ky ctia Vinogradov! Vay thi ho con c6 thé lam gi duoc
nita? Ong 4y 1a tht trwéng, va ho sé khong thé 1am trai y mudn cta 6ng.
Ho danh phai nghién rang tri hoan mot thdi gian, nhung réi cudi cung
thi ho cling phdi tuan theo va ky théi. Ban can nhin thdy vé mdt cia ho
khi nhin thdy chit ky ctia Vinogradov ¢ duwéi 14 don! Yakov Isaevich da
choi lai hé théng nay mot cach that 1a ngoan muc!
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Chuong 13
L.OI MOI TU HARVARD

Giﬁ’a lic tat thay moi thit déu cang thang va bat dinh do, thang 3

nam 1989, thi to6i nhan dugc mat 1a thw dén tir My, dé dia chi gii 1a Dai
hoc Harvard.

Tién si Frenkel than mén,

Can ctt vao 10i dé ct ctia khoa Toén, t6i mudn mai 6ng dén tham Pai hoc Harvard vao mua thu
nam 1989 véi tu cach la ngwoi duge huwdng hoc bong Harvard Prize.

Than mén,

Derek Bok

Hiéu tredng Dai hoc Harvard.

Trudc do, téi da tirng duwgc nghe vé Pai hoc Harvard, mac du phai
thtra nhan rang lic ay t6i chwa nhan thitc hét tim quan trong cda no
trong thé gidi han 1am. Dau vay, t6i van rat hai long. Pugc moi dén My
v0i tw cach mot ngudi gianh dugc hoc bong nghe ciing kha vinh dy day
chit. Hiéu trwdng ctia Pai hoc Harvard da dich than viét thu cho t6i kia
ma! Va ong lai con goi t6i la “Tién si” nita, mdc du t6i van con chwa
nhan bang ctt nhan. (Khi dy, t6i da budc vao ky hoc cudi cung &
Kerosinka.)

Vay chuyén nay da xdy nhw thé nao? Thi ra 16i don vé cong trinh
cta toi vdi Borya da truyén lan rong rdi. Bai bdo ngan dau tién cua
chuing t6i dugc cong b, va ching t6i da lam xong ba bai khac, dai hon
(tdt ca deu viét bang tiéng Anh). Nha vat ly Lars Brink, dén tham
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Moscow tt* Thuy Dién, da nan ni xin mot trong s6 ba bai bdo do6 cho
mot muc ma ong dang bién tap. Chung toi trao cho ong bai bao ma ong
yéu cau cho s6 tap chi do, va nhd 6ng in sao ra khoang 20 bén, r6i gtri
né cho cac nha toan hoc va vat Iy & nwéc ngoai ma ching toi nghi rang
c6 quan tam dén cong trinh dy. T6i tim ra dia chi cta ho trong cac bai
bao & thu vién Khoa hoc Moscow, va dwa danh sach d6 cho Lars. Ong
da vui vé dong y gitip do vi biét rang ching t6i sé gap khé khan thé nao
néu mudn ty giri cac ban sao dy di. Bai bao d6 da duwgc biét dén rong
rai, mot phan la bdi vi nhitng tng dung ctia n6 trong vat ly lwong tir.

Chuyén nay xdy ra vai nam tredc khi Internet tré nén phé bién,
nhung hé thong pho bién tai liéu khoa hoc lam viéc kha hiéu qua: cac
tac gia cho lwu hanh cac ban thdo danh may cua minh trwée khi cong bo
(chung dwgc goi la cac preprint). Nhitng ngwoi nhan sau do sé sao chép
va guti cho cac ban dong nghiép cling nhw cho thw vién cac dai hoc. Cé
khoang 20 nguoi dugc Lars Bink gwi cho bai bao cta chung toi, ho
chéc cling da lam nhu vay.

Trong thoi gian dy, nhitng bién do6i khing khiép ¢ Lién X6 da xdy
ra, d6 la thoi diém perestroika, do Mikhail Gorbachev phat dong. Mot
trong nhitng két qua cta n6 la moi nguwdi duwge phép di ra nwdc ngoai
thoai mai hon. Trwdc do, cac nha toan hoc nhv Feigins va Fuchs cling
nhan duwgc nhiéu 16i moi tham dy cac hoi nghi hay téi tham cac truong
dai hoc & phuwong Tay, nhung viéc xuat ngoai bi chinh pha kiém soat
rat nghiém ngat. Trudc khi nhan dugc thi thiwe nhap canh thong thuwong
tdi cac nwdc khac, ban phai xin dwgc mot thi thye xuat canh, cho phép
roi khéi Lién X6. Rat hiém nhitng thi thirc nhw thé dwgc cap, bdi noi sg
rang nguwoi ta sé khong tré vé nita (ma qua that, rat nhiéu ngwdi nhan
dugc thi thie xuat canh da khong quay tré lai). Hau hét cac yéu cau déu
bi tir chéi, thwong la dwa vao nhitng can c gia tra, va mot lan Fuchs
néi véi téi rang, da rat nhiéu nam roéi ké tr lan cudi cung 6ng co lay
mot cdi thi thue nhuw thé.
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Nhung dot nhién, vao mua thu nam 1988, mot s6 ngudi dwgc phép
di ra nwdc ngoai, trong s6 dé cd Gelfand. Mot nguoi khac, mot nha
toan hoc tré tai nang va la ban ctia Borya tén la Sasha Beilinson, ciing
t¢i My dé tham dong tac giad trudc dé ctia anh la Joseph Bernstein,
nguoi da di cu vai nam trudce, va hién la giao s ¢ dai hoc Harvard.

Cung thoi diém do, mot s6 nha khoa hoc phwong Tay cling nhan
thdy nhitng thay doi dang dién ra, va c6 gang lgi dung co hoi nay dé
moi cac hoc gia tir Lién X6. Mot trong s6 do la Arthur Jaffe, m6t nha
vat ly toan danh tiéng, khi dé la truéng khoa Toan ctia dai hoc Harvard.
Ong quyét dinh sdng 1ap mot vi tri thinh gidng m&i danh cho cac nha
toan hoc tré tai nang nguoi Nga. Khi Gelfand, ngudi c6 hoc ham danh
dy cta Harvard, ghé tham vao nam 1988, Jaffe da nho 6ng thuyét phuc
hiéu treéng Derek Bok, ngudi ma Gelfand c6 quen biét, cung cap tién
bac va ho trg cho chwong trinh nay (mot phan tai trg la cia Landon
Clay, nguoi sau nay da sang lap vién Toan hoc Clay). Jaffe goi do la
Hoc bong Harvard Prize.

Va khi chuwong trinh nay da san sang, thi cau hoi dat ra la sé maoi
nhitng ai, Jaffe Iic ay da tham do y kién dé nghi tir nhiéu nha toan hoc.
Chac han tén t6i da duwgc nhiéu ngwdi nhac téi (bao gom ca Beilinson),
va d6 chac la nguyén do t6i dugc chon la mét trong s6 bon tng vién
dau tién caa hoc bong nay.

La thu tir hiéu trwéng Bok da nhanh chéng dwgc ti€p ndi béi mot
1a thw dai tir chinh Jaffe, m6 ta chi tiét hon vé nhitng diéu kién. T6i sé
dén do trong khodng thoi gian tir ba dén nam thang; toi sé la mot gido
su thinh gidng, nhung sé khong c6 bat ky nghia vu chinh thitc nao
ngoai trit viéc thinh thodng trinh bay mot so6 bai gidng vé cong trinh cta
t0i; Harvard sé chi tra tién di lai, nha & va sinh hoat. Thyc t€, thit duy
nhat ma Harvard sé khong cung cap do6 la mot thi thwe xuat canh cta
Lién X6. That may man, va cling la m6t niém ngac nhién to 16n cua t6i,
toi nhan dugc nod trong vong mot thang.
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Arthur Jaffe viét trong thu rang t6i c6 thé dén sém hon vao cudi
thang 8, va & lai cho dén tan cudi thang 1, nhung t6i chon chi & lai
trong ba thang, do la thoi gian Iwu lai ngan nhat dwgc dé cap trong thu.
Tai sao? A, t6i khong c6 ¥ dinh di cv dén M§, ma dy dinh s& trd ve.
Bén canh do, t6i cam thay c6 16i néu tir bo cong viéc & Kerosinka ma
Yakov Isaevich da phai t6n biét bao cong sttc méi gianh dwgc cho toi.

Sau khi nhan duwgc thi thue xuat canh, va chuyén di cda to6i chac
chan sé dién ra, t6i danh phai tha nhan tat ca véi Yakov Isaevich va ké
cho 6ng nghe vé “nhitng hoat dong ngoai khéa” ctia minh: nghién citu
toan hoc cung véi Feigin va 16i moi tv Harvard. Puwong nhién la 6ng rat
ngac nhién. Ong tin chic ring t6i da danh hét nang luc ctia minh cho
nhitng dé tai vé y té ma t6i lam cung ong. Phan tng dau tién cua ong la
kha tiéu curc.

“Vay ai sé tGi lam viéc trong phong thi nghiém cua t6i néu cau di
Harvard?”, ong hoi.

Luc d6, ba Tamara Alekseevna, vg cua Yakov Isaevich, nguoi
luén nong nhiét chao dén toi trong ngdi nha cia ho, xuat hién dé giai
cltu toi:

“Yasha, anh héi that vo nghia,” ba no6i. “Thang bé dugc maoi tGi
Harvard. Diéu do that tuyét voi! Dt khoat 1a n6 nén di, va khi tré vé
thi no sé lai tiép tuc lam viéc vdi anh théi.”

Yakov Isaevich da mién cudng dong y.

Nhitng thang he tr6i di nhanh chéng va ngay t6i phai ra di, ngay
15 thang 9 nam 1989, da dén. T6i bay tir Moscow téi san bay JFK &
New York va sau d6 t&i Boston. Jaffe khong thé dich than ra don toi &
san bay, nhung 6ng cho mot hoc vién sau dai hoc tGi don. T6i duge dan
t6i mot can ho hai phong ngu ma khoa Toan da thué cho toi va mot
nguoi khac cling duge nhan hoc bong tén la Nicolai Reshetikhin, nguai
dén sau toi vai ngay. Ngboi nha nam trong Vwon Thuyc vat (Botanic
Garden), mot t6 hop cac can ho do Harvard s& hitu, cach khuon vién

https://thuviensach.vn



Harvard Yard khong t6i mudoi phit di bo. Moi thit that khac biét va
phan khich.

Khi t6i vé dén can hy cua minh thi dém da khuya. Mét méi vi
chuyén bay kéo dai, to6i nhanh chéng chim vao giac ngu. Sang hom sau,
t0i dén khu chg nong sdn gan d6 va mua vai thit. Tré vé nha, t6i bat dau
lam mon salad thi nhan ra rang minh khong mua mu6i. Chang con chuit
nao trong can ho cd, va toi danh phdai an moén salad khéng mudi vay.

Ngay sau khi toi an xong thi chudng ctta reo. D6 la Arthur Jaffe.
Ong ngd y mdi t6i tham quan vong quanh thanh phé bing xe hoi cta
minh. Nghi ciing odch that, mot chang trai hai mwoi mét tudi lai dugc
ong chu nhiém cta khoa Toan dai hoc Harvard lai di vong quanh thanh
pho. T6i ngam nhin khung canh Harvard Yard, song Charles, nhitng
ngoi nha tho tuyét dep, va nhitng toa nha choc troi ¢ trung tam Boston.
Thoi tiét cling rat dep. T6i thue su bi dn twgng véi thanh pho.

Trén duong trd vé sau chuyén ngao du hai gio, t6i noi vdi Arthur
rang minh can phdi mua mudi, 6ng dap, “Khéng van de, toi sé dua cau
tGi siéu thi & gan day.”

Ong dwa t6i dén siéu thi Ngoi sao & quang trwong Porter, va néi sé
ngoi doi toi trong 6td. Pay la lan dau tién t6i budc vao mot siéu thi va
né la mot trdi nghiém day kinh ngac. Thoi d6, & Nga dang rét thiéu
thue phdm. O thanh phé Kolomna qué tdi, ban chi c6 thé mua duoc
banh my, sita va mot s6 rau qua thiét yéu nhw khoai tay. Dé c6 dugc
nhitng thitc khac, ban phai t¢i Moscow, va tham chi la & Moscow thi
diéu t6t nhat ma ban c6 thé hy vong la mot sé loai xtic xich chat lwgng
thap va bo. Moi cubi tuan, khi ttr Moscow tré vé nha, t6i thudng mang
theo mot it thwec pham cho cha me. Do vay viéc nhin thdy hang day
hang day du loai thyc pham dwgc dong géi san & siéu thi la diéu hoan
toan khong theé tin noi.

“Lam sao ma tim dwgc cai minh can day?”, t6i nghi. T6i bat dau di
doc theo cac day hang héa dé tim muoi, nhung chang thidy dau ca. T6i
doan chac la minh da hoi choang vé hang héa phong pht cua trong siéu
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thi; dén noi, t6i tham chi khong nhan thdy nhitng chi dan & bén trén.
Toi da hoi ai d6 lam viéc & siéu thi: “Mudi & dau vay?”, nhung toi
khong hiéu tir nao trong 10i néi cia 6ng ay. Tiéng Anh cua t6i chi da tot
dé c6 thé trinh bay mdt bai gidng toan hoc, chi to6i khong quen dung
tiéng Anh giao tiép hang ngay. Va lai chat giong nang cia dan Boston
cang lam t6i kho hiéu.

Hon ntra tiéng dong ho tr6i qua, toi hoan toan tuyét vong, lac 16i
trong siéu thi Ngoi sao giong nhv mét mé cung khong 16. Cudi cung,
toi tinh co thdy mot g6i mudi tron vaGi téi. “Thé cling tot roi”, toi tw
nhu, “ra khoi day thoi.” T6i tra tién va buwdc ra khoi siéu thi. Arthur toi
nghiép bat dau lo lang - thang bé nay lam cai quai gi trong dé t6i nhitng
45 phut vay - vay nén 6ng bat dau di tim kiém toi.

“Lac mat chinh minh trong phon hoa cta thé gidi tw ban,” t6i nghi.

Qua trinh thich nghi cta t6i véi nwéc My da bat dau.

Hai nguoi khac cling gianh duwgc hoc béng dén vao ky hoc mua thu la
Nicolai Reshetikhin, ngwoi sé & chung can ho vdi téi (anh dy dén mot
tuan sau do), va Borya Tsygan (tén tiéng Nga la Vera Serganova, nguoi
th tw nhan hoc bong Harvard Prize, dén vao mua xuan). Ho hon t6i
mudi tudi, va déu c6 nhitng dong goép quan trong cho toan hoc. T6i c6
biét vé cong trinh ctia ho nhung chwa tirng gap riéng ai ngoai doi thé
nay. Trong suot ky dau tién do, ching t6i séng gan b6 vdi nhau va tré
thanh ban than.

Nicolai, hay Kolya nhw cach goi than mat ciia moi nguwoi, dén tr
St. Petersburg. Anh noi tiéng bdi la mot trong nhitng ngudi sang tao ra
nhom lugng ti, tong quat héa ctia cdc nhém thong thwdng. No6i chinh
xac hon, cac nhém lwgng t& la nhitng bién dang nhat dinh cta cac
nhom Lie - cac doi twgng toan hoc ma ching ta da noi tGi & trén. Hién
nay, cac nhoém luwgng ti nay cling xudt hién ¢ khap noi trong toan hoc
va vat ly nhw cdc nhém Lie vay. Chang han, Kolya va mot nha toan hoc
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khac tén la Vladimir Turaev st dung nhitng nhém lwgng tir nay dé xay
dwng nhitng bat bién ctia cac nut va cac da tap ba chiéu.

Borya Tsygan la ngudi cong tac 1au nam véi Boris Feigin, thay toi.
La nguoi goc Kiev, Ukraine, Tsygan c6 mot y twdng 16n khi vira méi
tot nghiép dai hoc, y twdng nay da dan t6i mot dot pha trong linh virc
“hinh hoc khong giao hoan”. Ciing nhu nhitng nha toan hoc Do Thai
khac, anh khong dwoc theo hoc sau dai hoc. Vi chuyén nay, sau khi t6t
nghiép dai hoc, anh phai tGi lam viéc & mot nha may cong nghiép nang
¢ Kiev, sudt ca ngay bi nhitng c6 mady 6n ao vay quanh. Tuy nhién,
chinh trong nhitng diéu kién t6i té do, anh da c6 nhitng kham pha ctia
riéng minh.

Nguoi ta thwdng nghi rang cac nha toan hoc luon lam viéc trong
nhitng diéu kién sach s&, ng6i nhan roi va nhin cham chdm vao man
hinh ctia mo6t chiéc mdy tinh hay nhin 1én tran nha, trong mét van
phong tinh khoi sach bong. Nhung thuc té€ thi mot s6 nhitng y twéng
tuyét voi nhat lai thwong xuat hién khi ban it trong doi nhat, c6 thé twr
noi co tiéng o6n cong nghiép rat khoé chiu.

Tan b6 quanh Harvard Yard va nhin ngam nhitng kién triic ¢6 xwa cta
cac toa nha gach, bic twgng cta Harvard, nhitng thap nhon cua nhitng
nha tho c6, to6i cam nhan dugc sy doc ddo khéng dau c6 cta noi nay,
vdi truyén thong theo dudi tri thie tir 1au doi va niéem dam mé v6 han
vGi nhitng kham pha.

Khoa Toan ctia Pai hoc Harvard dat ¢ Trung tam Khoa hoc, mot
toa nha cdu truc hién dai ngay bén ngoai Harvard Yard. Tréng no twa
nhuw mot phi thuyén khong gian khong 16 cia ngwdi ngoai hanh tinh,
m&i ha canh xuong Cambridge, Massachusetts, va quyét dinh & lai day.
Khoa Toan chiém ba tang trong d6. Bén trong tda nha, cac van phong
sap lan vdi nhitng khu vire sinh hoat chung véi day da cac may pha ca
phé va nhitng chiéc treong ky thodi mai. Cling c6 mét thw vién toan
dugc thiét ké rat dep, va tham chi c6 cd mot ban béng ban nita. Tat ca
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tao nén mot khong khi dm cing, va ngay ca ban dém ban van c6 thé tim
thdy rat nhiéu ngwoi ¢ day, tré cé gia cd, lam viéc, doc sach trong thw
vién, mdt dam chiéu budc ting budc doc theo hanh lang, hay chuyén
tro s6i noi, va mot s6 thi nga ga gat & trwong ky... Ban sé cam thay
rang minh sé khong bao gio mudn rdi noi nay (va duong nhw mét sé
nguoi khong bao gio roi di that).

Khoa Toan kha nhé néu dem so sanh v@i nhitng khoa khac: so
nguoi trong khoa khong qua mudi lam giao su chinh thitc va khoang 10
postdoc (thuye tap sinh sau tién si) giit chitc vu gidng day trong ba nam.
Khi t6i téi, trong khoa da c6 vai nha toan hoc vi dai nhat thdi dai ching
ta nhu Joseph Bernstein, Raoul Bott, Dick Gross, Heisuke Hironaka,
David Kazhdan, Barry Mazur, John Tate, va Shing-Tung Yau. Buoc
gap va hoc tap tr ho la co hoi 1én trong doi. Toi cé nhiéu ky niém dang
nhé vé Raoul Bott, mot tai nang c6 sirc hap dan thién phd, mot nguoi
khong 16 than thién téc xam, khi d6 da gan bay muoi tudi, 6ng kéo t6i
sang mot bén & hanh lang va hoi, vGi giong s6i néi: “Cong viéc thé nao
ha chang trai?”

Ngoai ra con co6 khoang 30 hoc vién sau dai hoc, ho cling co
nhitng phong nhé & tang hai.

Ba nguoi Nga - Kolya, Borya, va t6i - déu duwgc moi nguoi chao
don nong nhiét. Mdc du ching toi 1a nhitng ngwoi dau tién trong lan
song cac nha khoa hoc Nga tran sang cac dai hoc My trong nhitng nam
sau do, nhung viéc c6 cac vi khach Lién X6 trong nhitng ngay ay van la
mot s kién rat la lung. Dau vay, chi sau khoang do0 mét tuan, &
Cambridge, t6i cdm thdy minh hoa nhap rat tot v4i nép song & day. Moi
thit c6 vé nhw rat ty nhién va thodi mai. T6i mua cho minh mot chiéc
quan bo hippy nhat va mot chiéc Sony Walkman (hay nhé rang, d6 mai
chi 1a nam 1989!) va r6i di b6 quanh pho phuwong véi chiéc headphone
nghe nhitng bai hat tuyét nhat. VGi nguoi la thi téi trong gidng nhw mot
sinh vién hai muwoi mét tudi dién hinh. Tiéng Anh giao tiép ctia toi thi
van can phai bu dap nhiéu. D€ cai thién nd, hang ngay t6i mua t& New
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York Times va doc v6i mot cudn tir dién ke ké bén canh, trong chi it 1a
mot gio (dé gidi ma vai tr tiéng Anh bi an nhat ma ban c6 thé tim dugc,
nhu sau nay t6i mdi nhan ra). T6i cling mac nghién cac chuwong trinh ti
vi dem khuya.

Chuong trinh cia David Letterman (khi d6 bat dau vao lic 0:35
sang trén NBC) la chwong trinh t6i rat wa thich. Lan dau tién xem no,
toi da khong thé hiéu noi 1dy mot tir. Nhwng khong hiéu sao no ré rang
la chwong trinh cua t6i, t6i sé thye sw tan hwdng né néu toi co thé hiéu
dwgc nguwoi dan chwong trinh noi gi. Do vay day ciling 1a mot dong lwc
nita d6i vai t6i. Toi da ngoan cuong theo déi né moi dém, va dan da toi
bat dau hiéu dwgc cac tro dua, boi canh va nén tang. D6 1a cach toi
kham pha nén van héa nhac pop ciia My, va t6i dang ngdu nghién moi
mau nhé cua nd. C6 dém, khi phai di ngt sém, t6i thu video lai chwong
trinh, va xem lai vao sang hom sau trong khi an sang. Chuwong trinh cua
Letterman, v@i t0i, tré thanh thi gi d6 giong nhw nghi 1€ ton gido vay.

Mac du toi va nhitng nguoi duge hwdng hoc bong khac khong co bat ky
nghia vu chinh thitc nao, nhung chiing t6i van dén khoa moi ngay dé
nghién cttu dé tai ctia minh, néi chuyén véi moi ngwoi, dw cac seminar
- @ day ludn c6 vo khoi nhitng hoat dong nhw vay. Hai gido sw ma toi
hay noéi chuyén nhiéu nhat l1a hai Nga kiéu: Joseph Bernstein va David
Kazhdan. Ca hai déu la nhitng nha toan hoc xuat chiing, cwtu hoc tro cia
Gelfand, va la ban than ctia nhau, nhung ban khong thé twéng twong
noi sw khac biét trong tinh tinh ctia ho dau.

Joseph la ngudi tram tinh va khiém ton. Néu dwgc héi gi, ong sé
yén lang lang nghe, danh thoi gian dé suy nghi va thuwong néi la ong
khong biét cau tra 10i, nhing van néi véi ban nhitng gi 6ng nghi vé cau
héi d6. Nhitng dién giai cia 6ng hoan toan ro rang va gan giii, thuwong
thi ong thwc ra da gidng gidi chinh cau trd 16i ma 6ng khang dinh la
khong biét. Ong ludn cho ban cam gidc ban khong can phai 1a thién tai
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mdi hiéu dwoc tit ca nhitng thi nay - mot cam giac tuyét voi cho mot
nha toan hoc tré dang no luc vuron 1én.

Trai lai, David la m6t nguwdi nang dong, cuc ky sac sdo va nhay
bén. Vi von kién thitc bach khoa, kha phé treong va déi khi hoi to ra
thiéu kién nhan, 6ng goi lai hinh anh ngwoi thay Gelfand ctia minh.
Trong cac seminar, néu 6ng nghi rang nguwoi trinh bay khong dién giai
tot, Ong sé nhay lén bang, giat 1ay cuc phan tir tay cta bado cao vién, va
tiép tuc giang giai - day la néu 6ng wa thich chu dé dé. Con néu khong
ong sé ngu gat. Rat hiém khi thay 6ng tra 10i “T6i khong biét” cho mot
cau hoi - nhung 6ng thyc sy biét kha nhiéu vé moi thi. Téi da danh
nhiéu gio dai néi chuyén véi ong trong nhiéu nam, va hoc duwgc rat
nhiéu tir 6ng. Sau nay, ching t6i c6 cong tac trong mot dé tai chung, do
la mot trai nghiém bo ich.

Vao tuan thi¢ hai cua t6i & Harvard, t6i c6 mot cudc gap g& dinh
ménh khac. Bén canh Harvard, trong khu Cambridge con c6 mot dai
hoc khéc, it dugc biét dén hon, thwong dwoc goi tat bang tén rat gon
ctia nd... MIT. (D1 nhién la t6i dua mdt chit &y ma!) Ludn c6 chit canh
tranh gitta Harvard va MIT, nhung thue té hai khoa Toan lai lién két véi
nhau rat chat ché. Chang han, sé chang c6 gi bat thudng, néu nhw mot
sinh vién ¢ Harvard lai nhan mot gido s & MIT lam thay huéng dan
hay ngwoc lai. Sinh vién cua treong nay van thuong dén nghe giang &
treong kia.

Sasha Beilinson, nguwdi ban va dong tac gid vGi Borya Feigin,
duwgc bo nhiém lam gido sw & MIT, va toi sé dén dy nhitng bai gidng
ctia 6ng ¢ dé. O bai giang dau tién, c6 ai d6 chi cho t6i mot nguwdi dan
ong lich 1am khodng ngoai bon muoi tudi, ngoi cach téi vai hang ghé.
“Pé la Victor Kac.” Troi! Pay chinh la nguwdi sang tao ra dai s6 Kac-
Moody va rat nhiéu thit khéc, t6i da nghién citu cong trinh ctia chinh
ong trong nhiéu nam.

Sau bai giang, chung t6i dugc gidi thiéu vdi nhau. Victor chao don
toi nong nhiét, va muon biét thém vé cong trinh cda t6i. T6i run 1én vi
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vui swdng khi dwgc mai tdi bao cdo tai seminar hang tuan ctia 6ng. Toi
trinh bay ba bai gidng & seminar d6 vao ba thi Sau lién tiép. Chiing la
nhitng seminar dau tién cua to6i bang tiéng Anh, va t6i nghi minh da
hoan thanh t6t cong viéc: s6 ngudoi tham du kha dong, moi ngudi co vé
rat quan tam, va ho dat rat nhiéu cau hoi.

Victor quan tdm va giup d& toi rat nhiéu. Ching to6i thuwong gap
nhau trong van phong rong 16n cia 6ng & MIT, tro chuyén vé toan hoc,
va ong thuwong moi toéi téi nha an téi. Chuing t6i sau dé con lam viéc
cung nhau trong vai dé tai.

Mot thang sau khi t6i dén, Borya Feigin cling t6i Cambridge. Sasha
Beilinson da gti thw moi anh t&i tham MIT trong hai thang. T6i rat vui
vi Borya dén Cambridge: anh la thay cta t6i, va ching toi thi rat than
thiét. Chung t6i cling c6 mot so dé tai toan hoc dang tién hanh, va day
la dip tuyét voi dé cung nhau lam viéc. Ban dau t6i khong nhan thitc
duwgc rang viéc anh sang day ciling sé day cudc doi toi vao mot bién
dong 16n lao.

Thong tin vé canh ctra sang phuwong Tay bay gio da dugc mé rong,
rang cac nha toan hoc dugc ty do di lai, t&i tham cac treong dai hoc cia
My va nhitng noi khac, nhanh chéng lan truyén khap cong dong toan
hoc Moscow. Rat nhiéu nguwoi quyét dinh nam 14y co hoi nay va chuyén
han sang M§. Ho bat dau gti h6é so xin viéc t6i nhiéu treong dai hoc,
kéu goi cac dong nghiép cia ho & My, néi rang ho dang tim kiém céng
viéc. Vi khong ai biét chinh sach “mé& cita” nay sé kéo dai trong bao 1au
(hau hét moi ngwoi déu dinh ninh rang chi sau vai thang thi bién gigi sé
bi dong tré lai), diéu nay da tao nén mot lan séng day kich dong &
Moscow - moi cudc doi thoai déu dan tdi cung mdét cau hoi: “Thoat ra
tot nhat bang cach nao?”

Ma lam sao c6 thé khac dugc? Hau hét nhitng nguwoi nhw thé déu
phai doi dién v6i cha nghia bai Do Thai, va vdi rat nhiéu tré ngai khac
trong xa hoi Lién X6. Ho khong thé tim dugc viéc lam trong gidi han
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lam, va phai nghién cttu todn nhw mot nghé tay trai. Va mac du cong
dong toan hoc Lién X6 rat manh, nhwng hau nhw n6 bi co lap véi thé
giGi bén ngoai. C6 nhitng co hoi phat trién nghé nghiép tuyét voi &
phwong Tay ma don gian la khong ton tai ¢ Lién X6. Lam sao ban c6
thé hy vong nhitng nguwdi nay phdi trung thanh vi mot dat nwéc da
chéi bo va tim moi cach ngan trd ho lam viéc trong linh viec ma ho yéu
thich, khi ma nhitng co hoi song t6t hon & nwdc ngoai xuat hién trudc
ho?

Khi té6i My, Borya Feigin thdy ngay rang c6 mot “qua trinh chay
mau chat xam” 16n dang dién ra, va khong gi c6 thé dirng no6 lai dugec.
O Nga, nén kinh té& dang tan v&, thyc pham thiéu thén & khip moi noi,
con tinh hinh chinh tri thi ngdy cang tré nén bat 6n. O M§, c6 mot tiéu
chuan song cao hon rat nhiéu, moi thit déu doéi dao, va doi song trong
cac cg sO han lam c6 vé nhu qua v thodi mai. Sy twong phan qua la
khong 16. Lam sao ma ban c6 thé thuyét phuc dugc ai day trd lai Lién
X0 sau khi da trai nghiém tat ca nhitng diém wu viét nay? Sy ra di cta
dai da s0 cac nha toan hoc hang dau ctia Nga - hay thuc sy 1a bat ky ai
c6 thé tim dugc mot cong viéc - cé vé nhu la khong thé tranh duoc, va
no6 da dién ra rat nhanh chong.

Tuy nhién, Borya quyét dinh tr¢ lai Moscow, mac cho thuc té la
anh sé phai tranh dau vdi chi nghia bai Do Thai trong su6t cudc doi, va
khong hé c6 do twéng gi vé tinh hinh cta Lién X6 ca. Anh dwgc nhan
vao hoc & Pai hoc Moscow (nam 1969, khi anh nép ho so xin vao, mot
sO sinh vién Do Thai van con dugc chdp nhan) nhwng lai khong dugc
nhan lam nghién cttu sinh & d6. Anh phdi theo hoc va ldy bang tién si
tai mot treong dai hoc tinh 1é & thanh pho Yaroslavl. Sau do, anh phai
lao dao tim kiém viéc lam, mai cho t&i khi dwgc nhan vao vién Vat ly
chat ran. Dau vay, Borya thdy cudc tron chay voi va nay qua v nao
loan. Anh nghi rang viéc dong loat tron chay khoi nwéc Nga nhu thé &
mot thoi diém bién dong 16n nay la sai trai vé mat dao dirc, chang khac
gl nhitng con chuot roi bo con tau dang bi chim vay.
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Borya vo cung buon ba khi treong phai toan hoc Moscow vi dai
chang bao lau sé khong con nita. M6t cong dong toan hoc gan két chat
ché ma anh tirng séng trong d6 nhiéu nam dwdong nhw sap bay bién
ngay tredc mat anh. Anh ciing biét rang sap t¢i minh sé phai lam viéc
gan nhu la don doc @ Moscow, anh sé bi twdc di niém vui thd 16n nhat
ctia cudc doi: nghién cttu toan hoc vdi ban bé va dong nghiép.

Lé di nhién, chuyén nay tré thanh cht dé chinh trong nhitng cudc
chuyén tro cda t6i véi Borya. Anh c6 gang thuyét phuc t6i nén quay trg
lai va ding guc nga trudc cai ma anh cho la con kich dong thai qua cua
nhitng ngwoi dang c6 gang chay tron sang phwong Tay. Anh cling lo t6i
sé khong thé nao tré thanh mdt nha toan hoc giéi & My dugc. Cai “xa
héi huwéng thu” My, anh nghi, c6 thé giét chét dong luc va dao dic
nghé nghiép cta bat ky ai.

“Hay xem, cau c6 tai nang,” anh néi véi toi, “nhung né can dugc
phat trién 1én nita. Cau can phai lam viéc cham chi, giong nhv cau da
lam & Moscow. Chi c6 nhu vay cau méi c6 thé thé hién hét tiém nang
ctia minh. O day, tai nuéc My, diéu nay 1a khong thé. C6 qua nhidu thit
lam xao lang va qua nhiéu cam do. Cudc song & day tat ca chi la vui
thd, huéng thy, va thoa man tirc thoi. Lam sao ma cau cé thé tap trung
vao nghién citu ¢ day dugc?”

T6i khong dong y vai lap luan cua anh, chi it la khéng hoan toan.
To6i biét rang minh c6 m6t dong lwe 16n lao dé lam toan. Nhung t6i mai
chi hai mwoi m6t tudi, con Borya hon t6i nhitng mwdi 1am tuoi, 1a thay
huwéng dan t6i. T6i ng anh moi thit ma t6i da dat dugc trong sw nghiép
toan hoc. Loi khuyén ctia anh khién to6i chitng lai - nhd anh dy ding thi
sao?

Loi moi caa Harvard la buéc ngodt cudc doi t6i. Chi méi nam
nam trude, toi da truwgt ky thi vao MGU, va luc dy twdng nhe wéc mo
trd thanh nha toan hoc cta t6i da tiéu tan khong thé citu van noéi. Bugc
dén Harvard la m6ét minh chitng, mot phan thwéng cho nhitng noé luc
cham chi cta t6i & Moscow trong nam nam d6. Nhuwng t6i muodn tiép
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tuc di tdi, tiép tuc c6 nhitng kham pha mdi. Téi mudn trd thanh nha
toan hoc gi6i nhat ma t6i c6 thé. Toi coi 10i moi ctia Harvard chi nhw
mot budc trong mot hanh trinh dai. D6 1a mot bwdc tién: Arthur Jaffe
va nhitng nguoi khac da tin twéng ¢ toi, va trao cho toi co hoi nay. Toi
khong thé 1am ho that vong duogc.

O Cambridge, t6i may mén c6 duoc sy ting hd cta cac nha toan
hoc xuat chiing nhw Victor Kac, nhitng ngwoi da dong vién va giap do
t0i theo moi cach caa riéng ho. Nhuwng t6i van cam thay su ghen ti twr
mot s6 dong nghiép: tai sao ga day lai duwgc wu &i qua nhiéu va qua sém
nhw thé? Han da lam dwoc gi dé xing vai diéu do6? T6i cam thay budc
phai thuc hién 16i hita cia minh, phai chitng t6 v6i moi nguwdi thay rang
nhitng cong trinh todn hoc dau tién cta t6i khong phai chi 1a nho vao
may man, rang toi c6 thé lam dwgc nhitng thit con tét hon va 16n lao
hon trong toan hoc.

Céac nha toan hoc tao thanh mot cong dong nho, va giéng nhw tat
ca moi nguwoi, ho ciing thwong tan gau veé viéc ai xitng va4i cai gi. Trong
khoang thdi gian ngan ngui cta t6i ¢ Harvard, toi cling nghe da chuyén
vé nhitng thién tai nhanh chéng tan lui. T6i nghe thdy nhitng 16i ban tan
thiéu khoan dung vé ho, nhu kiéu, “Nhé ngudi nay, nguwoi kia khong?
Nhitng cong trinh dau tién ctia han cling tuyét lam. Nhung han gan nhw
chang lam ra dugc thit gi quan trong trong ba nam gan day ca. That xau
ha!”

To6i sg rang ba nam sau ho ciing sé néi thé vé minh, nén luén cam
thay ap luc phdi lam dwoc diéu gi do va dat dugc thanh cong.

Trong khi do, tinh hinh kinh t€ ¢ Lién X0 dang nhanh choéng tré
nén réu ra, va trién vong hét sitc bat dinh. Nhan thay tat ca nhitng diéu
nay tir trong nwdc va bi thuyét phuc rang toi sé chang c6 twong lai gi &
Lién X6 cd, cha me t6i da déu dan goi dién thuyét phuc t6i dirng trd vé
nita. Trong nhitng ngay 4y, rat khé (va rat dat nita) dé goi dién sang My
tir Lién X6. Cha me t6i s¢ rang dién thoai nha t6i bi ghi am trom, bdi
vay, ho phai téi Buu dién trung tam Moscow va thuc hién cudc goi &
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d6. Mot chuyén di nhu thé sé 1dy mat ctia ho gan nhu ca mot ngay. Va
mac du cha me nhé t6i khing khiép, nhung ho xac dinh sé lam moi thit
trong kha nang dé thuyét phuc to6i & lai My. Ho da tuyét doi tin rang
lam nhuw thé 13 vi lgi ich tot nhat cua t6i.

Borya ciling nghi t6i nhitng lgi ich t6t nhat cua t6i, nhung quan
diém ctia anh mot phan dya trén nén tang dao dirc. Anh da di ngugc lai
vdi xu hudng chung, va t6i ngwdng mo anh vi diéu d6. Nhung t6i cling
phai thita nhan rang anh c6 du kha nang dé lam thé vi vi thé twong doi
thodi mai ctia anh & Moscow (du rang diéu do réi sé nhanh chéng thay
doi, va anh budc phdi danh vai thang trong nam di cong tac & nwdc
ngoai - cha yéu la & Nhat Ban - dé trg cap cho gia dinh). Vi thé cua t6i
lai hoan toan khac: t6i khong cé cho & tai Moscow, va chi c6 mét ho
khau tam tra dé song ¢ d6. Mac du Yakov Isaevich da kiém dwgc cho
toi mot cong viéc tam thoi la lam trg ly cho 6ng & Kerosinka, nhung
dong lwong com c6i ma toi nhan dugce ré rang chi vira da dé thué mot
phong & Moscow. Vi chu nghia bai Do Thai, viéc dwgc nhan vao hoc
sau dai hoc sé la mot tran chién day kho khan, va trién vong céng viéc
trong twong lai cua toi c6 vé con am dam hon nita.

Cudi thang 11, Arthur Jaffe goi t6i t6i phong lam viéc cta 6ng va
deé nghi kéo dai thoi gian & Harvard cta toi t6i cudi thang 5. T6i phai
quyét dinh nhanh chéng, nhung t6i lai bi giang xé. Toi thich 16i song
ctia minh & Boston. T6i cdm thdy rang day la noi toi thudéc vé. Vai
Harvard va MIT, Cambridge la mot trung tam hang dau cua toan hoc.
MGt so tri tué 16i lac nhat thé gidi dang & day, va toi c6 thé go ctra
phong ho, héi y kién va hoc héi tir ho. Cling c6 vo khdi cadc seminar ma
¢ do kha nhiéu cac kham pha day phan khich dwgc bdo cdo ngay sau
khi chiing dugc phét hién. O’ quanh t6i 1a nhitng sinh vién tai ning nhat.
Pay la moi treong kich thich nhat cho mot nha toan hoc tré muon
khang dinh minh ma bat cit ai cling c6 thé twéng twgng duwgc. Moscow
cling tirng 1a mot noi nhw vay, nhung gio thi khong con nhw thé nita.
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Nhung day la lan dau tién t6i xa nha trong mot khodng thoi gian
dai nhwe vay. T6i nhé gia dinh va ban be. Con Borya, ngwdi thay cua t6i,
nguoi than thiét nhat caa toi @ Cambridge, lai cong quyét rang téi nén
trd vé vao thang 12, nhw da dinh.

Moi bu6i sang t6i thitc day trong sg hai, nghi rang “Minh nén lam
gi?” Hoi twdng lai, quyét dinh cua téi c6 vé nhu qua hién nhién. Nhung
v&i qua nhiéu ap lwc khac nhau va dap véi nhau, lai cing vao mot luc,
khién cho viéc dwa ra quyét dinh lai khong hé dé dang chut nao. Cudi
cung, sau nhiéu lan can nhac trong dau kho, t6i quyét dinh lam theo 16i
khuyén cua cha me la & lai, va toi néi vé6i Jaffe vé diéu d6. Cac ban cua
toi, Reshetikhin va Tsygan cling lam nhu vay.

Borya rat buon vi diéu nay, va t6i cdm thay minh da lam anh ay
that vong. D6 la thai khac buén kho va bat dinh ghé gém khi t6i tién
anh tré lai Moscow & san bay Logan, vao giita thang 12. Chuing toi
khong biét r6i twong lai ctia ca hai sé nhu thé nao, tham chi cling khong
thé biét rang liéu ching t6i c6 thé sém gap lai nhau lic nao doé nita hay
khong. T6i da bo qua 16i khuyén cia Borya. Nhung t6i van e ngai co
thé minh sé vap phai nhitng gi ma anh lo sg.

https://thuviensach.vn



Chuong 14
BUOC LLAI CAC BO TRI THUC

Ky hoc mua xuan don thém vai vi khach nita t¢i Harvard, trong so
d6é c6 Vladimir Drinfeld, mot trong nhitng ngwdi lam thay déi hudng
nghién cttu cda toi, va trén nhiéu phuwong dién con lam thay doi ca s
nghiép toan hoc cua tdoi nita. Moi tht xay ra la nhd Chuong trinh
Langlands.

Trudc do, toi tirng dwgce nghe ndi vé Drinfeld. Khi 4y anh mdéi chi
ba muoi sau tudi, nhung da la mot huyén thoai. Sdu thang sau khi
ching t6i gap nhau, anh dugc trao huy chwong Fields, mot trong nhitng
giai thwdng uy tin nhat trong toan hoc, dugc nhiéu ngudi cho la twong
duong vdi giai thuong Nobel.

Drinfeld cong b6 bai bao toan hoc dau tién khi méi mwdoi bay tudi,
va ¢ tudi hai mwoi anh da tao ra budc dot pha méi trong Chuong trinh
Langlands. Sinh tai Kharkov, Ukraine, noi cha anh la mot giao suw toan
hoc c6 tiéng, Drinfeld hoc toan ¢ Pai hoc Moscow tir dau nhitng nam
1970. (O thoi diém do, cac hoc sinh Do Thai cfing gdp phai tric tré dé
dwgc nhan vao MGU, nhung van co6 ti 1é vai phan tram trong dé dugc
chdp nhan.) Vao thoi gian nhan bang ctt nhan & MGU, anh da néi tiéng
trén toan thé gidi nho cong trinh ctia minh, va dwgc nhan hoc sau dai
hoc, mot diéu hét sic la thwong véi mot sinh vien Do Thai. Nguoi
huwéng dan anh la Yuri Ivanovich Manin, mot trong nhitng nha toan hoc
doc dao va c6 anh hwdng nhat trén thé gidi.

Tuy nhién, ngay cd Drinfeld cling khong hoan toan thoat dwgc
khoi chu nghia bai Do Thai. Sau khi nhan bang tién si, anh khéng thé
xin dugc viéc & Moscow, va phai mat ba nam lam viéc tai mé6t dai hoc
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tinh 1é & Ufa, mot thanh phd céng nghiép & vung nui Ural. Drinfeld
mién cwdng t6i Ufa, nhat 1a vi @ d6 khong c6 nha toan hoc nao lam viéc
trong nhitng cha dé ma anh quan tdm. Nhung két qua cua viéc t6i Ufa
la & do Drinfeld cung v6i nha toan hoc Vladimir Sokolov viét chung
dwgc mot cong trinh quan trong vé ly thuyét cac hé kha tich - mot chu
dé kha xa v6i nhitng moi quan tam ctia anh. Cac hé kha tich ma ho sang
tao ra gio day dugc biét dén duwdi tén la cac hé Drinfeld-Sokolov. Cudi
cung, sau ba nam & Ufa, Drinfeld cling c6 dwgc viéc lam tai thanh pho
qué hwong anh, ¢ vién Vat ly nhiét do thdp Kharkov. Bay la mot cong
viéc twong doi thodi mai, va anh c6 diéu kién & gan gia dinh minh,
nhung song ¢ Kharkov déng nghia v6i viéc anh sé bi co lap v6i cong
dong toan hoc X6 viét, tap trung chu yéu & Moscow, va vGi mot cong
dong nhé hon & St. Peterburg.

Bat chap tat ca nhitng diéu ay, du la lam viéc chu yéu mot minh,
Drinfeld van kham pha ra nhitng két qua phi thwong trong céac linh vuc
khac nhau cua toan hoc va vat ly. Ngoai viéc chitng minh duwgc nhitng
gia thuyét quan trong trong Chwong trinh Langlands va m& ra mot
chwong méi trong ly thuyét cac hé kha tich vGi Sokolov, anh con phat
trién dwoc ly thuyét tong quat cia cac nhom lwgng tir (von ban dau
dwgc kham phéa bdi Kolya Reshetikhin va cac dong tac gia), va rat
nhiéu tht khac nita. Quy mo nhitng dong gop cta anh la khéng thé
twong twong noi.

Pa c6 ngudi co gang tuyén Drinfeld tGi lam viéc & Moscow. Toi
dugc ké rang, nha vat ly Alexander Belavin, da tim cach dwa Drinfeld
tGi lam viéc ¢ vién Vat ly ly thuyét Landau & gan Moscow. Dé tang co
may thanh cong, Belavin va Drinfeld da cung nhau gidi duwgc mot bai
toan quan trong, do la phan loai cac nghiém cua “phuong trinh Yang-
Baxter ¢ dién”, diéu cac nha vat ly rat quan tam khi dy. Bai bao ctia ho
duwgc cong bo vai nhiéu 10i khen nggi trong tap chi Gidi tich ham va
tng dung cua Gelfand (t6i tin rang bai bao ctia anh 1a bai bao dai nhat
tirng dugc Gelfand cho céng bo, diéu nay noéi 1én tam quan trong to 16n
cta nd). Va day ciing chinh la cong trinh dwa Drinfeld dén véi ly thuyét
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ctia cac nhom luwgng t, 1y thuyét lam cach mang héa rat nhiéu linh virc
trong toan hoc. Nhung than 6i, khong mot ké hoach tuyén dung nao
thanh céng ca. Cha nghia bai Do Thai va viéc thiéu hé khau & Moscow
cia Drinfeld 1a mét sw két hgp chét ngwoi. Drinfeld van phai &
Kharkov, hiém khi dén Moscow.

Drinfeld duwgc moi dén Harvard vao mua xuan nam 1990, va diéu nay
la m6t bat ngd tha vi doi véi toi. Anh dén vao cudi thang 1. Do da duoc
nghe tat ca nhitng huyén thoai vé anh, nén lic dau t6i ciing hoi e ngai,
nhung hoa ra anh lai cue ky t té va hao hiép. Vi giong no6i nhe nhang,
can than can nhac tirng 10i néi cua minh, Drinfeld rat r6 rang moi khi
néi vé toan hoc. Khi gidi thich cho ban, anh khong c6 gang lam theo
cach ti phong dai ban than minh, nhw kiéu anh vira hé 16 mot bi an 16n
ma ban sé khong bao gio cé thé ty hiéu dugce hoan toan (that khong
may, day lai la trwong hgp ctia vai ban déong nghiép ctia ching toi, ma
cho téi gio van vo danh). Trai lai, anh luon biét sap ddt moi thit theo
cach don gidn va sang sua nhat c6 thé, do dé sau khi nghe anh giai
thich diéu gi d6 vdi ban, ban cdm thady nhw minh da biét tat ca vé no
ngay tir dau vay.
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Quan trong hon, Drinfeld da néi ngay véi t6i rang anh rat quan
tam tdi cong trinh cda t6i véi Feigin, va mudn st dung n6 cho deé tai
mai cua anh co6 lién quan téi Churong trinh Langlands.

Hay cung nhac lai ba c6t trén phién da Rosetta cia André Weil ma
ta da ndi @ chwong 9:

Ly thuyét s6
Nhirng duwong cong trén
cdc truong hitu hanCdc dién Riemann

Chuong trinh Langlands ban dau dwgc phat trién & cot bén trai va cot
gitta: 1y thuyét so va ly thuyét vé nhitng duwong cong trén cac truong
hitu han. Y twéng ctia Chwong trinh Langlands 14 thiét 1ap mot méi lién
hé giita cac biéu dién cia mot nhom Galois va cac ham ty dang cau.
Khai niém nhém Galois c6 y nghia hoan hao trong cot bén trai va cot @
gitta cia phién da Rosetta, va c6 nhiéu ham tw dang cau phu hop cé thé
tim thay trong mot linh vire khéac ctia toan hoc goi 1a gidi tich diéu hoa.
Trudc cong trinh ctia Drinfeld, ngwdi ta con chwa biét ro liéu cé
mot sy twong tw cua Chuwong trinh Langlands cho cot bén phai, tirc 1y
thuyét ctia cac dién Riemann hay khong. Cac phuong tién dé bao ham
ca cac dién Riemann bat dau xuat hién & nhitng nam dau thap nién
1980 trong cong trinh cua Drinfeld, va sau nay dwgc tiép budc bdi nha
toan hoc Phéap, Gérard Laumon. Ho nhan ra rang cé thé phat biéu lai
Chuwong trinh Langlands mot cach hinh hoc dé cho cot & gitta va cot
bén phai trén phién da Rosetta cia André Weil déu trd nén c6 nghia.
Trong cOt bén trai va cot & giita cia phién da Rosetta, Chuwong
trinh Langlands lién két cac nhom Galois vGi cac ham ty dang cdu. Van
de dat ra Iic nay la tim kiém nhitng twong tw trie tiép cta cac nhom
Galois va cac ham ty dang cdu trong ly thuyét hinh hoc cta cac dién
Riemann. O chwong 9, ching ta cling thdy ring trong 1y thuyét hinh
hoc nay nhom co ban ctia mot dién Riemann déng vai tro cua nhom
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Galois. Nhung ching ta lai khong xét dén nhitng twong tw hinh hoc cta
cac ham tv dang cau.

Hoa ra nhitng twong ty hinh hoc dung lai khong phai la cac ham,
ma la cac bo.

Dbé giai thich bé la gi, ta hay noi vé cac con sé trede. Chung ta cé
cac sO ty nhién: 1, 2, 3,... va di nhién ching c6 rat nhiéu tng dung.
Mot trong s6 d6 dugc dung dé do s6 chiéu. Nhu ching ta da thdo luan
trong chwong 10, mot dwong thang la 1 chiéu, m6ét mat phang la 2
chiéu, va véi bat ky so ty nhién n nao ching ta c6 mot khéng gian
phang n-chiéu, cling dugc biét dén nhw la mot khéng gian vector™,
Bay gio hdy twdng twgng mot thé gidi ma trong do6 cac so ty nhién dugc
thay thé badi cac khong gian vector; titc 1a thay vi s6 1 ta c6 mét duong
thang, thay vi s6 2 ta c6 mot mat phang, v.v.

Trong thé gidi mdi nay, phép cong cac con sd bay gio dugc thay
thé bang tong truc tiép cua cac khong gian vector. V6i hai khéng gian
vector bat ky cho truwéc, thudc hai hé toa do riéng ré, chung ta tao ra
mot khong gian méi bang cach két hgp cac toa do ctia ca hai khong
gian, va do vay sO chiéu cta n6 bang tong so chiéu cta hai khong gian
ban dau. Chang han, mot duwong thang c6 mot toa do, con mat phang thi
c6 hai. Tong hgp chiing lai, ta dwgc mot khong gian vector vGi ba toa
d6. Do chinh la khong gian ba chiéu cua ching ta.

Phép nhan céac s6 tw nhién duwgc thay thé bdi mot phép toan khac
trén cac khong gian vector: cho trueéc hai khong gian vector, ching ta
tao ra khong gian thi ba, goi la tich tensor cua ching. Toi sé khong dwa
ra ¢ day dinh nghia chinh x4c cta tich tensor; diém quan trong la néu
hai khong gian vector ban dau ctia ta cé so chiéu lan lwgt 1a m va n thi
tich tensor ctia chiing c6 s6 chiéu la m.n.

Do vay, cac phép toan trén cac khong gian vector twong tw voi cac
phép toan cong va nhan trén tap hgp cac s6 tw nhién. Nhung thé gigi
song song chita cac khong gian vector nay phong pha hon thé gigi cac
sO ty nhién rat nhiéu! Mot con s6 khong cé cau tric ndi tai. Nhw s6 3
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chang han, ty than né khong c6 déi xitng nao cd. Nhung mot khong
gian ba chiéu thi cé. Thyc t€, ching ta da thdy rang bat ky phan tr nao
cua nhom Lie SO(3) cling khai sinh mot phép quay ctua khong gian ba
chiéu. S6 3 chi thuan tiy la cai béng ctia khong gian ba chiéu, n6 chi
phdn 4nh mdt thudc tinh cta khong gian nay, dy la s6 chiéu. Nhung con
sO nay khong chi ra dwgc hét nhitng khia canh khac ctia cac khéng gian
vector, chang han nhuv nhitng doi xitng cia no.

Trong toan hoc hién dai, chiing ta tao ra mét thé gi¢i méi ma trong
d6 cac con s6 dwgc hda than thanh nhitng khong gian vector. Moi
khong gian nay c6 mot doi song riéng phong phud va vién man, dong
thoi ching ciing c6 nhitng moi lién hé y nghia hon v6i nhau, khong thé
quy vé cac phép cong va nhan don gian. Thuc vay, ching ta c6 thé lay
2 trt 1 chi theo mot cach. Nhung ching ta c6 thé nhing mot duwong
thang vao trong mot mat phang theo rat nhiéu cach khac nhau.

Khong giong cac so tw nhién, tao thanh mét tap hgp, cac khong
gian vector tao thanh mot cdu triac phitc tap hon, cac nha toan hoc goi
dé la mot pham tri. Mot pham tru cho treéc bao gom cac “vat”, nhw la
cac khong gian vector, nhwng ngoai ra ching con c6 cac “cau xa” tw vat
nay tdi vat kia nita.2 Chang han, cac ciu xa tt* mot vat vao chinh no
trong mot pham tru cho tréc vé ban chat chinh la cac doi xing cta vat
dé dugc cho phép trong pham tru dy. Do vay ngon ngi¥ pham tru cho
phép ching ta tap trung khong phai vao cau tric cta cac vat ma vao
nhitng phuong thitc twong tac gitta ching. B6i vay, 1y thuyét toan hoc
cua cac pham tru héa ra lai dac biét phu hgp véi khoa hoc may tinh.*
Su phat trién cia cac ngon ngit 1ap trinh ham, nhw Haskell, chi 1a mot
trong vo s nhitng tng dung mdi day.2 Co6 vé nhu viéc cac thé hé may
tinh md&i sé duwa trén ly thuyét pham tru nhiéu hon ly thuyét tap hop la
diéu khong thé tranh khoi, va cac pham tru sé tham nhap vao doi séng
hang ngay cua chiing ta, bat ké ching ta c6 nhan thay hay khong.

Sy thay d6i mau hinh tir tdp hop téi cac pham tru cling la mot
trong nhitng dong lyc chu dao cia toan hoc hién dai. N6 dwgc nhac téi
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duwéi céi tén sy pham tru héa. Vé thuc chat, ching ta dang tao ra mot
thé gidi mdi, trong do cac khai niém da biét dwgc nang 1én tam cao
hon. Chang han, cac con s6 dwgc thay thé bang cac khong gian vector.
Cau hoi tiép theo la: cai gi sé thay thé cac ham s6 trong thé gidi méi
nay?

DPé trd 10i cau héi dé, hdy cung on lai khai niém ham sé. Gia st
ching ta c6 mot dang hinh hoc, nhw mot mat cau hoac mot duwdng tron,
hay bé mat cia mot chiéc banh donut, chang han. Goi né la S. Nhu ta
da thao luan @& trén, cac nha toan hoc goi nhitng dang hinh hoc nhu vay
la cac da tap. Mot ham f trén mot da tap S la mot quy tac gan moi diém
s trén S v6i mot con sO, goi la gia tri ctia ham so6 f tai diém s. Ching ta
ky hiéu n6 1a f(s).

Vi du mot ham so6 la nhiét do, vdi da tap S don gian chinh la
khong gian ba chiéu ma ta dang s6ng. Tai moi diém s, ta c6 thé do nhiét
do, bang mot con s6. Piéu nay cho ta mot quy tac gan moi diém vdi
mot con sO, do vay ta c6 mot ham s6. Twong tw nhw vay, khi 4p cling
cho ta mot ham so.

Xét mot vi du khac trttu twgng hon, ta cho S la mot duwong tron.
Moi diém trén duong tron dwgc xac dinh bdi mot goc, ma nhuw trudce
day ta s€ goi no la ¢. Pat f 1a ham sin. Khi do6 gia tri cia ham nay tai
diém trén dwong tron twong wng vdi goc ¢ la sin(e). Chang han néu ¢ =
30° (hay m
6 néu ching ta do géc bang radian thay vi do), thi gia tri cia ham sin
bang 1/2. Néu ¢ = 60° (hay
3), thi gia tri d61a V3

2, V.V

Bay gio ta sé thay thé cac con s6 bang cac khéng gian vector. Khi
dy mot ham sé trd thanh mot quy tdc gan moi diém s trén da tap S,
khong phai v6i mot con s6 ma la v6i mot khong gian vector. Mot quy
tac nhw vay goi la mot bo. Néu ta ky hiéu mot bé bang chir cai F, thi
khong gian vector dugc gan cho diém s sé dugc ky hiéu bai F(s).

https://thuviensach.vn



Do do su khac biét gitta cAc ham s0 va cac b6 la ¢ cai ma chuing ta
gan cho moi diém trén da tap S: v4i cac ham s6, ching ta gan cac con
sO cho cac diém, con vGi cac bo thi cai ta gan la cac khéng gian vector.
Vi mot bé cho triede, tai moi diém s khac nhau, cac khong gian vector
nay cé thé c6 so chiéu khac nhau. Chang han & hinh dwéi day, hau hét
cac khong gian vector la mat phang (tic la khong gian vector hai
chiéu), nhwng van c6 mét trong s6 dé la duong thang (tic la khong gian
vector 1 chiéu). Cac b6 la pham tru héa ctia cac ham s6, theo cting mot
cach nhu cac khong gian vector la pham tru héa ctia cac con s6 vay.
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Mac du diéu nay vuot ra ngoai pham vi kién thitc cia cuén sach
nay, nhung mot bo thue ra khong chi la mot tap hgp roi rac cta cac
khong gian vector duwgc gan cho cac diém trén da tap dang xét. Cac thd
ctia mot b6 cho trwdce tai cac diém khac nhau phai lién hé véi nhau bai
mot tap hop cac quy tac cu thé.

Nhwng diéu quan trong do6i v6i ching ta lic nay dé la c6 mot sy
twong ty sau sac gitta cac ham va cac bo, va diéu nay da dugc kham
pha bai nha toan hoc vi dai nguoi Phap Alexander Grothendieck.

Tam anh hwdng ctia Grothendieck do6i véi toan hoc hién dai thuc
st la vO tién khoang hau. Néu ban héi ai la nha toan hoc quan trong
nhat trong ntra sau cua thé ky 20, thi rat nhiéu nha toan hoc sé tra 16i
ma khong hé do du: Grothendieck. Khong chi béi vi 6ng gan nhuw don
thwvong doc ma sang tao ra hinh hoc dai s6 hién dai, ma 6ng con lam
thay doi cach suy nghi ctia chiing ta vé toan hoc néi chung. Tt dién
gitta cac ham va cac b6 ma ching ta st dung dé phat biéu lai Chuong
trinh Langlands mé6t cach hinh hoc, 1a mot vi du tuyét voi vé sy hiéu
biét cwc ky sau sac, von la dac trueng trong cac cong trinh cuia
Grothendieck.

bé cho cac ban thdy thuc chat y twong cua Grothendieck, toi sé
nhac lai khai niém vé trwong hitu han & chwong 8. Vi moi s6 nguyén
t0 p, ton tai mot treong hitu han véi p phan t {0, 1, 2, ..., p — 1}. Nhu
ta da thdo luan, p phan tr nay tao thanh mot hé thong s6 vdi cac phép
toan cong, tr, nhan, va chia theo modun p, va cac phép toan nay cling
tuan theo cac quy tac giong nhuw cac phép toan twong (ng trén cac s6
hitu ti va cac so thuec.

Nhwng van c6 gi d6 dac biét vé hé thong s6 nay. Néu ban lay bat
ky phan t¥ nao cua treong hitu han {0, 1, 2, ..., p — 1} va nang lén liy
thtra p - theo nghia modun p ma ta da thao luan trudc day - ban sé nhan
lai chinh phan t d6! Néi cach khac:

a@ = a theo modun p
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Cong thitc nay da dugc Pierre Fermat, tac gid cia Binh ly cubi
cung cda Fermat, chitng minh. Khéng giong nhu chitng minh cta dinh
1y kia, chitng minh cho cong thitc nay kha don gian. N6 c6 thé viét vira
van bén Ié mot cuon sach. Va toi da dwa n6 vao cudi ctia cudn sach nay.
4 Pé phan biét két qua trén vdi Dinh 1y cudi cung ctia Fermat (doi khi
con dugc goi la Dinh ly Fermat 16n), n6 dwgc goi la Binh ly Fermat
nho.

Chang han, 1ay p = 5. Khi do6 truong cda ching ta la {0, 1, 2, 3, 4}.
Lay Ity thira bac nam ctia moi phan tr. Chac chan la 0 liiy thira 1én bao
nhiéu thi cling bang 0, 1 l1én I{ly thtira mdy thi ciing bang 1, khong c6 gi
dang ngac nhién & day ca. Tiép theo, lay liiy thira 5 cua 2, ta dugc 32.
Nhung 32 = 2 + 5.6, do vay theo modun 5 sé dugc 2 - nghia la ta nhan
lai 2 theo cong thirc trén. Hay 14y Iy thira 5 cda 3, ta dugc 243, nhung
no6 bang 3 + 5.48, do vay no la 3 theo modun 5. Mot 1an nita, ta lai nhan
duwgc s6 ma ta da bat dau. Va cudi cung, lam twong tw vai 4, lliy thira
bac nam cua no la 1024, cling chinh la 4 theo modun 5. Qua dung nhw
dinh ly da n6i. T6i khuyén ban nén kiém tra a® = a theo modun 3, va a’
= a theo modun 7 (v6i nhitng s6 nguyén té 16n hon ban can mot chiéc
may tinh bo tdi dé kiém tra DPinh 1y Fermat nho).

biéu ciing dang lwu y ¢ day, dé la mot phwong trinh twong tw da
tao thanh co s& cua thuat toan ma héa RSA dugc st dung rong rdi trong
giao dich ngan hang truc tuyén.=

Cong thirc @* = a theo modun p nay con hon ca mot kham pha tinh
té - n6 mang y nghia rang phép nang cac so lén ldy thira bac p, gtii a
vao @, la mot phan t¥ thuéc nhém Galois cua tredng hitu han. N6 duoc
goi la doi xing Frobenius. Hoa ra nhém Galois cta treong hitu han p
phan t¥ lai sinh ra béi chinh doéi xitng Frobenius nay.x

Hay cung quay trd lai véi y twdng cia Grothendieck. Ching ta bat dau
¢ cot gitra trén phién da Rosetta cia Weil. Khi d6 ching ta sé nghién
cttu nhitng duwong cong trén cac treong hitu han va nhitng da tap tong
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quat hon trén cac treong hitu han. Nhitng da tap nay dugc xac dinh bai
hé cac phuvong trinh da thitc nhu:
y+ty=x-Xx

ma ching ta da néi dén & chwong 9.

Gia st ching ta c6 mot bo trén mot da tap nhuw vay. N6 la mot quy
tdc gan cho moi diém cua da tap mot khong gian vector, nhung thuc té
c6 nhiéu cdu tric hon. Khai niém bé dwgce dinh nghia sao cho bat ky
mot d6i xing nao cda hé théng s6 ma da tap dwgc xac dinh - trong
treong hgp nay la mot trweong hitu han - déu khdi sinh mét déi xirng
cta khong gian vector do. Pac biét, doi xing Frobenius, mot phan ti
trong nhom Galois cta treong hitu han, nhat thiét phai sinh ra mot doi
xttng (nhw phép quay hoac phép dan) ctia khong gian vector nay.

Bay gi®, néu ching ta c6 mdt doi xitng cua mot khong gian vector,
chuing ta c6 thé tao ra duwgc mot con so tir n6. Co mot ki thuat chuan dé
lam diéu nay. Chang han, néu khong gian vector ctia chiing ta la mot
duwong thang, thi doi xitng ctia khong gian nay ma ching ta thu duwogc twr
do6i xitng Frobenius sé la mot phép dan: moi phan ti z sé dwgc chuyén
thanh Az v&i mot s6 A nao d6. Khi d6 con s6 ma ta gan cho doéi xirng
nay chinh la A. Con vGi khong gian vector c6 so0 chiéu 16n hon 1,
ching ta sé 1ay vét ctia doi xitng nay.”2 Bang cach lay vét cta d6i xing
Frobenius trén khong gian F(s), ta gdn mot con s6 cho chinh diém s.

Treong hgp don gidn nhat la d6i xing Frobenius dong vai tro nhw
dé6i xttng dong nhat trén khong gian vector. Khi dé vét ctia né bang véi
chiéu cua khong gian vector. Do vay trong truong hop nay, bang cach
lay vét ctia doi xitng Frobenius, ching ta gan cho khong gian vector so
chiéu ctia n6. Nhung néu doi xing Frobenius khong phdi la d6i xing
dong nhat, thi phép dung nay sé gan cho khong gian vector mot con so
tong quat hon, ma khong nhat thiét phai la s6 tw nhién.

Keét luan trén c6 nghia la néu c6 mot da tap S trén tredng hitu han
{0, 1, 2, ..., p — 1} (diéu sé xdy ra néu ta xét cot & gitta trén phién da
Rosetta ciia Weil) va mot bé F trén S, thi ching ta c6 thé gan cho moi
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diém s trén S mot con s6. Cach lam nay cho ta mot ham so trén S. Béi
vay ta thdy rang & cOt gitta trén phién da Rosetta cia Weil ta c6 mot
cach di tir cac bo t6i cac ham so.

Grothendieck goi day la “tit dién bo-tgi-ham”. Tuy nhién, day la
mot dang tir dién ky la. Dwa vao phuwong thitc dwgc mo ta & trén, ching
ta sé nhan duwgc mot két noi tir cac bo t6i cac ham. Hon nita, cac phép
toan ty nhién trén cac bo cling twong ty voi cac phép toan ty nhién trén
cac ham. Chang han nhw phép toan lay tong truc tiép hai bé, dugc dinh
nghia twong tw nhw tong truc tiép cua hai khong gian vector, thi cling
twong tw vGi phép toan 1ay tong cua hai ham so.

Nhwng khong c6 cach ty nhién nao dé di ngugc tir cac ham téi cac
bé.% Héa ra ta chi c6 thé lam thé v&i mot vai ham thoi, chit khong phai
v6i tdt cd. Nhung néu ta cé thé lam dwoc, thi b6 sé mang thém nhiéu
thong tin phu ma ham s6 khong c6. Thong tin nay sau doé cé thé duwgc
stt dyng dé tiép can phan cot 16i nhat ctia ham sé ay, C6 mot thuc té
dang chd y la hau hét cac ham s6 xudt hién trong Chwong trinh
Langlands (trong c6t thi hai ctia phién da Rosetta ciia Weil) déu bat
nguon tr cac bo.

Céac nha toan hoc da nghién citu cac ham s6, mot trong nhitng khai
niém trung tam cua toan bd toan hoc, trong nhiéu thé ky. Pay la mot
khai niém ma ching ta c6 thé hiéu dugc truc quan khi lién tuwdng téi
nhiét do hay khi 4p. Nhung diéu ma nguwoi ta khong nhan biét dugc
tredc Grothendieck la néu xét cac da tap trén nhitng trudng hitu han
(nhuw 1a cac duwong cong trén mot truong hitu han), chiing ta c6 thé di xa
hon cac ham, va thay vi cac ham, chuing ta sé lam viéc vGi cac bo.

Neéu ban thich, thi c6 thé coi cac ham s6 la khai niém cua toan hoc
c0O dai, va cac bo la khai niém cuda toan hoc hién dai. Grothendieck da
chi ra rang, trén nhiéu phwong dién, cac b6 mang tinh can ban hon: cac
ham s6 c6 dién kia chi con thuan tiy la nhitng cai béng cta ching ma
thoi.
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Kham pha nay da thic ddy manh mé sy tién bo todn hoc & mira sau
cta thé ky 20. Béi cac bo la nhitng doi twgng quan trong va linh hoat
hon, véi nhiéu cdu tric hon. Chang han, mot bé c6 thé c6 nhitng doi
xitng cua riéng nd. Néu chiing ta nang mot ham thanh mét bo, chiing ta
c6 thé khai thac nhitng do6i xttng ay, va bang cach nay chung ta co6 thé
hoc héi dwgc nhiéu diéu so vdi stt dung ham so.

biéu thuc sy quan trong vGi ching ta dé 1a cac b6 ¢6 y nghia ca trong
cOt gitra lan cot bén phai ctia phién da Rosetta ctia Weil. Diéu nay md
ra mot huéng dich chuyén Chwong trinh Langlands tir cot gitta sang cot
bén phai.

Trong c6t bén phai ctia phién da Rosetta, chiing ta xét cac da tap
duwgc xac dinh trén treong s6 phitc. Chang han, ching ta xét cac dién
Riemann nhw la mat cau hay bé mat ctia mét chiéc banh donut. Trong
thiét dat nay, cdc ham ty dang cau xuat hién & cot bén trai va cot gilta
cta phién da Rosetta cia Weil khong mang nhiéu y nghia. Nhung céac
bo thi lai khac. Do vy mdt khi ching ta thay thé cac ham bang cac bé
0 cot gitta (ta c6 thé lam dwgc nhw vdy nho c6 to dién cua
Grothendieck), ta sé lai thu dugc sy twong tw gitta cot gitta va cot bén
phai ctia phién da Rosetta cia Weil.

Ta hay tong két lai: khi di tiv cot gitta sang cot bén phai ctia phién
da Rosetta, ching ta phai thyc hién mot s6 diéu chinh & ca hai vé cta
moi lién hé nay, moi lién hé ma Chwong trinh Langlands da ggi mé. B6
la béi vi nhitng khai niém ctia nhém Galois va cac ham ty dang cau
khong c6 cac doi wng truc tiép trong hinh hoc cua cac dién Riemann.
Pau tién, nhom Galois tim thay sy twong tw cia n6 trong nhém co ban
ctia mot dién Riemann, nhw da giai thich & chuong 9. Tiép theo, chiing
ta st dung ti* dién Grothendieck va thay vi cac ham ty dang cau, ching
ta xét cac bo thoa man nhitng tinh chat twong ty nhw nhitng tinh chat
ctia cac ham ty dang cau. Ta goi chiing la cac bo ty dang cau.
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Nhitng diéu trén dwgc minh hoa bai lvge doé sau, trong dé ching ta
c6 ba cot ctia phién da Rosetta, va hai hang & moi c6t chita tén cac doi
twgng & hai vé ctia quan hé Langlands dac thu cho cot dé.

i . Nhitng duong cong trén cdc truong Cdc dién
Ly thuyeét so N .
hitu han Riemann
Nhom Galois Nhom Galois Nhom co ban
Cac ham ty dang Cac ham ty dang cdu hodc cac bé tw Cac bé ty dang
cau dang cau cau

Cau hoi dat ra Iuc nay la lam thé nao dé xay dung dwoc cac bo tu
dang cau. Bay hda ra lai la van dé cyc ky khé. Pau thap nién 1980, lan
dau tién Drinfeld dé xudt cach xay dung nhw vay cho trwong hgp don
gian nhat (dva trén nhitng cong trinh tredc day chwa dwgc cong bo cha
Pierre Deligne). Nhitng y twéng ctuia Deligne dugc Gérard Laumon phat
trién xa hon mot vai nam sau do.

Khi t6i gap Drinfeld, anh n6i da phat hién ra mot phuong phap
m&i rat quan trong dé xay dung cac b6 tw dang cau. Nhung cach xay
dwng mdi nay lai phu thuéc vao mot gia thuyét ma anh nghi la t6i c6
thé rit ra t* cong trinh ctia minh véi Feigin vé cac dai s6 Kac-Moody.
To6i khong thé tin noi: cong trinh cua t6i lai ¢6 thé hitu ich doéi véi
Chuong trinh Langlands u?

Co hdi c6 thé lam dwgc gi do lién quan tdi Chwong trinh
Langlands khién t6i hao hithg hoc moi thi vé n6é. Mua xuan nam ay,
hau nhw ngay nao t6i ciing ghé tGi van phong ctia Drinfeld & Harvard,
quay ray anh v6i da thit cau hoi vé Chuwong trinh Langlands, con anh
ludn tra 16i mot cach kién nhan. Anh ciing hdi vé cong trinh t6i viét
chung véi Feigin, béi ndi dung cta né rat quan trong doi véi cai ma
anh dang lam. Thoi gian con lai ctia ngay t6i doc ngdu nghién tat ca
nhitng gi c6 thé tim thdy trong thw vién Harvard vé Chuong trinh
Langlands. Chu dé nay qua quyén rii t¢i noi moi dém t6i c6 gang ngu
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that nhanh, sao cho budi sang t6i sém hon va t6i c6 thé dam minh sau
hon vao Chuong trinh Langlands. T6i biét la minh da dan than vao mot
trong nhitng dy 4n quan trong nhat ctia cudc doi.

Con vai chuyén nita dién ra gan vao cudi ky hoc mua xuan da ném to6i
quay trd lai ngay trai nghiém kiéu Kafka ctia ky thi tuyén vao Dai hoc
Tong hop Moscow.

Mot ngay, Victor Kac goi dién cho toi tiv nha 6ng ¢ Cambridge va
néi rang c6 ai d6 da moi Anatoly Logunov, Hiéu tredng cta Dai hoc
Tong hgp Moscow téi dé gidng bai & khoa Vat ly cia MIT. Kac va
nhiéu dong nghiép khac cam thdy nhw bi xtc pham khi MTT lai trao
dién dan cho mot ngwdi chiu trach nhiém true tiép vé viéc phan biét doi
X v@i cac sinh vién Do Thai trong ky thi tuyén vao MGU. Kac va moi
nguwoi cam thay rang hanh dong cta 6ng ta chinh 1a mét t6i 4c, do vay
101 moi nay qua la mot sy phi bang.

Logunov la mot nguwdi dan 6ng rat quyén luc: 6ng ta khong chi la
hiéu tredng cia MGU, ma con la giam déc cta vién Vat ly nang luvgng
cao, Uy vién Ban chdp hanh Trung wong Déang cong san Lién X0, va
nhiéu chitc vu khac. Nhung tai sao ai d6 & MIT lai moi 6ng ta nhi? Du
thé nao di nita, Kac cung mdt vai dong nghiép kich liét phan doi va yéu
cau phai hty chuyén tham viéng cung bai giang d6. Mdt sy thoa hiép
dwgc chap nhan sau vai cudc thwong thdo: Logunov sé tdi va trinh bay
bai giang, nhwng sau bai giang ay sé c6 mot cudc doi thoai vé tinh hinh
& MGU, va moi ngudi sé cd co hoi doi chat v6i 6ng ta vé tinh trang
phan biét doi xw. Pai loai cling giong nhw cudc hop cia Hoi dong thanh
pho vay.

Lé di nhién, Kac m&i t6i dén tham duw cudc gap go dé dé trinh bay
cau chuyén ctia minh nhv mot bang chitng dién hinh nhat cho nhitng gi
da xay ra § MGU dudi sy lanh dao cta Logunov. T6i hoi mién cwong
khi phéi 1am viéc nay. Toi chac rang Logunov sé duwgc cac “phu ta” hd
tong, nhitng nguwoi nay sé ghi chép lai moi thit. Hay nhé rang, khi do la

https://thuviensach.vn



thang 5 nam 1990, hon m4t nam trudc cudc ndéi ddy that bai vao thang
8 nam 1991, khéi dau cho sy tan ra ctia Lién X6. Ma toi thi sé phai trd
vé nha vao mua hé. Néu toi néi gi dé tham chi chi hoi khién mot quan
chirc X6 viét c6 dia vi cao nhu Logunov boi rdi, toi c6 thé dé dang roi
vao vong nguy hiém. ft nhat thi ho cfing c6 thé ngin can t6i roi khoi
Lién X6 va trd lai Harvard. Dau vay, t6i khong thé tir ch6i yéu cau cta
Kac. Téi biét 10i chitng cia minh quan trong thé nao & budi doi thoai,
nén téi noi véi Kac rang minh sé dén, va néu can thiét, t6i sé ké lai
chuyén cia minh. Kac c6 gang tran an toi.

“Pirng lo, Edik,” 6ng noi, “néu ho bd tu cau vi chuyén nay, toi sé
lam tat cd nhitng gi c6 thé dé citu cau ra.”

Loi don vée sy kién sap tdi da lan ra rat nhanh chong, va giang
dwong chat nich thinh gia ngdéi nghe Logunov thuyét trinh. Moi nguoi
khong dén dé hoc bat ky thit gi tir 6ng ta ca. Ai cling biét rang Logunov
la m6t nha vat ly yéu kém, ong ta da danh ca sy nghiép dé bac bo
thuyét twong doi cta Einstein (Diéu t6i ct ban khoan ty hoi tai sao).
Nhu chg doi, bai thuyét trinh - vé ly thuyét hdp dan “mdi” cta 6ng ta -
thue ra chang cé mdy gia tri. Nhung & nhiéu khia canh thi n6 kha bat
thwong. Trudce tién, Logunov khéng no6i bang tiéng Anh ma bang tiéng
Nga, va dugc dich tryc tiép bdi mdt ngudi dan 6ng cao to trong bd
comple va ca vat den, v6i mot thit tiéng Anh hoan hdo. Anh ta cé 1&
cling c6 chit “KGB” in hoa trén tran. Ké nhan ban vo tinh cua anh ta
(nhw trong phim Ma trdn) ngo6i lan trong dam khan gida va quan sat
xung quanh.

Trudc khi bai gidng bat dau, mot trong nhitng chu toa cia MIT da
moi Logunov, gidi thiéu ong ta theo mot kiéu rat ky quac. Nguwoi nay
chiéu mot slide cua trang dau mot bai bao viét bang tiéng Anh, trong do
Logunov la dong tac gid vdi mot vai ngwoi khac, cong bé khodang mot
thap ky trwdc. Toi doan rang chuyén do6 chang qua la dé chi ra rang
Logunov ciing khong hoan toan la mot tén ngoc, ma thyc ra cling da co
danh tiéng qua mot vai cong bo trong mot so tap chi cé binh duyét. Toi
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chwa tirng thdy ai dugc gidi thiéu theo kiéu nhuw vdy. RO rang la
Logunov dugc moi dén MIT khong phai bdi tai nang khoa hoc cua ong
ta.

Khong c6 sut phan doi nao trong khi bai giang dién ra, mac du Kac
da phan phat cho cac thinh gia nhitng ban copy cua vali tai liéu chi trich.
MGt trong s6 do la bang diém ctia mot sinh vién mang ho Do Thai ti
mot thap ky trwdc. Anh da dat difm A & tat cd cdc mon, nhung trong
nam cudi & MGU anh da bi dudi vi “thanh tich hoc tap”. Mot chu thich
ngan dugc thém vao bang diém théng bao cho nguwdi doc thay rang sinh
vien nay da bi cac nhan vién an ninh mat phat hién tai mot giao duwong
Do Thai ¢ Moscow.

Sau khi bai gidng két thic, moi ngudi t6i mot can phong khac va
ngo6i quanh mdt chiéc ban chit nhat 16n. Logunov ng6i & mot phia, gan
cubi ban, vGi hai “trg ly” la hai nhan vién an ninh mac thuwong phuc
yém trg ngoi hai bén c6 nhiém vu phién dich, con Kac va nhitng nguoi
t0 cdo ngoi ¢ phia dbi dién. Toi ngoi yén lang vdi vai nguwdi ban ¢ dau
do6i dién cua ban, cung phia v&i Logunov, do vay 6ng ta khong chu y
dén chung t6i.

bau tién, Kac va mot s6 ngwoi khac néi rang ho da dugc nghe vé
nhiéu treong hop hoc sinh Do Thai khong dwge nhan vao MGU. Ho
héi Logunov, vGi tw cach la hiéu truéng ctia Pai hoc Téng hop
Moscow, Ong ta sé ndi gi vé chuyén nay. Di nhién, 6ng ta thang thirng
phu dinh moi th, bat ké nguoi ta c6 ndi gi di nita. R6i mot ga an ninh
mac thuwong phuc ndi, bang tiéng Anh, “Cac ban biét day, Gido su
Logunov la m6t ngwdi rat khiém nhwong, do vay ong sé khong bao gio
néi vdi cac anh chuyén nhv thé nay. Nhung toi sé néi. Ong ay da gidp
do rat nhiéu ngwoi Do Thai trong sy nghiép cta ho.”

Sau do, ga mdc thuong phuc thit hai néi v6i Kac va moi nguoi,
“Cac 6ng cit dra ra bang chitng hodac cam ngay di. Néu cac 6ng muon
ndi t6i bat ky treong hgp cu thé nao, thi hay dwa ho ra day. Néu khong,
Giao su Logunov rat ban, vi 6ng van con nhitng viéc khac can lam.”

https://thuviensach.vn



Luc do, tat nhién, Kac néi, “Thuyc ra, chiing t6i c6 mot truong hop
cu thé muén néi véi cac d6ng,” va chi tay vé phia t6i.

Toi ding day. Moi ngudi huwéng ca vé phia t6i, ca Logunov va hai
“trg 1y” cua 6ng ta, v6i nhitng khudn madt 10 r6 vé lo lang. Gig, toi dang
doi dién trye tiép vdi Logunov.

“Rat tha vi,” Logunov ndi bang tiéng Nga - cau nay dugc dich
ngay sang tiéng Anh cho moi ngudi - va sau do ong ta ndi khé vdi hai
ga trg ly, nhung t6i cé thé nghe thay: “Dting quén ghi lai tén ctia né.”

Phai néi rang t6i hoi so hai, nhung t6i da cham t6i diém khong thé
thoai lui. Toi giGi thiéu ban than, va ndi, “T6i da bi danh truot ¢ ky thi
tuyén vao Mekh-Mat sau nam trwdc.”

Va sau do toi ké lai ngan gon nhitng gi da xay ra trong ky thi. Can
phong bong tram lang. Pay la mot bang chitng “cu thé” tir mot trong
nhitng nan nhan cua chinh sach caa Logunov, va ong ta khong c6 cach
nao pha nhan chuyén phéan biét doi xr da xdy ra. Hai ga trg ly voi lao
vao dé ho tro:

“A, ra la cau da trugt ky thi tuyén vao MGU. Vay sau do cau thi
vao dau?” mot trong hai ga hoi.

“Toi vao Hoc vién Dau khi,” t6i noi.

“N6 dén Kerosinka,” ga trg ly dich cho Logunov, 6ng nay sau dé
gat dau, roi dan giong ra thé - di nhién, 6ng ta thtra biét rang dé chinh
la mét trong so it nhitng noi @ Moscow ma cac sinh vién nhuw toi cé thé
dwgc nhan.

“Tot thoi,” ga trg ly tiép tuc, “C6 18, si canh tranh & Hoc vién Dau
khi khéng khac nghiét nhv & MGU. Va c6 1é do6 ciing la ly do ma cau
phai vao hoc cho dé chit khong phai cho kia?”

biéu nay khoéng dung: t6i biét mot thuc t€ la co6 rat it tinh canh
tranh & Mekh-Mat giita nhitng nguwoi khong bi phan biét doi xw. Toi
dugc nghe ké rang viéc nhan mot diém B va ba diém C trong bon bai
thi thi van da dé do. Nguwgc lai, nhitng bai thi tuyén vao Kerosinka lai
mang tinh canh tranh rat cao. Lic ay, Kac bong dung xen vao: “Tw khi
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con la sinh vién, Edward da viét nhitng cong trinh toan hoc mang tinh
dot pha va dugc mai t6i Harvard lam gido su thinh gidng & tudi hai
muoi mot, chwva ddy nam nam sau khi cau ay thi trugt vao MGU. Co
phai cdc 6ng dang mudn noi rang tinh canh tranh cho mot vi tri @
Harvard con kém hon ca ¢ ky tuyén vao MGU?”

Im lang kéo dai. Sau do, dot nhién, Logunov n6i doéa lén.

“Piéu nay da xic pham t6i!” ong ta hét lén. “Toi sé diéu tra va
tring phat nhitng ngwoi da danh trugt chang trai tré nay. Toi sé khong
bao gio cho phép chuyén thé nay xdy ra & MGU nita!”

Va ong ta tiép tuc nhu thé trong vong vai phuit.

Thé nay thi ai con c6 thé néi gi dugc nita? Khong ai ngbi doé tin
con gian cua Logunov la that va rang ong ta sé thyc sy lam gi do.
Logunov qua thong minh. Bang cach thé hién sy bat binh gia mao cta
minh cho mot treong hgp, 6ng ta da lam chéch hwéng mot van dé 16n
hon rat nhiéu: do6 la van dé ctia hang nghin sinh vién khac, nhitng nguoi
da bi danh triegt mot cach tan nhan do chinh sach phan biét doi xi dwgc
chi dao mot cach chat ché va ro rang da dugc phé chuan bdi nhitng
nguwoi c6 chitc vu cao nhat 8 MGU, trong d6 bao gom ca chinh ngai
hiéu trudng.

Ching t6i khong thé dwa ra nhitng treong hop khac ¢ budi doi
thoai dé chitng minh rang c6 mot chinh sach bai Do Thai da dugc du
tinh trvdc & ky thi tuyén sinh vao Mekh-Mat. Du la t6i da c6 thé doi
mat trye tiép véi ngwoi lam khé minh va budc 6ng ta thita nhan rang
cap dudi cia ong ta da ham hai toi, tat ca ching téi déu biét rang cau
héi 16n hon van chwa duwgc giai dap.

Nhitng nguoi moi Logunov, 10 rang cam thdy xau ho bdi tat ca
nhitng diéu tiéng xung quanh chuyén tham cta 6ng ta, muon két thic
chuyén nay nhanh nhat c6 thé. Ho cho ngting budi doi thoai va kéo ong
ta di. Sau do, ong ta khong bao gio dwgc mai lai nira.
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Chuong 15
MOT VU PIEU DUYEN DANG

Mﬁa thu nam 1990, t6i trd thanh nghién cttu sinh ¢ Harvard, toi
budc phdi lam thé dé chuyén ti gido su thinh gidng sang mot vi tri
thwong triee hon. Joseph Bernstein dong y lam thay huwéng dan chinh
thitc cda toi. Cho t6i khi dy, t6i da cé nhiéu hon nhitng gi can thiét cho
mot luan an tién si, va Arthur Jaffe gap chd nhiém khoa dé cat giam
thoi gian hoc thong thwong la hai nam cho t6i, do vay t6i c6 thé nhan
bang tién si trong mot nam. Nho dé, sy “giang cap” tir gido sw xudng
mot nghién cttu sinh cua toi khong kéo dai qua lau.

Thuec té, t6i viét ludn an tién si vé mot dé tai mdi, dugc hoan thanh
cling trong nam dé. Tat ca bat dau tir nhitng budi thao luan cta t6i vdi
Drinfeld vé Chuwong trinh Langlands h6i mua xuan. Pay la mot trong so
dé, viét dudi dang mot kich ban phim.

CANH VAO DAN

NOI CANH. VAN PHONG CUA DRINFELD O HARVARD

DRINFELD dang di lai treéc bang den. EDWARD, ngoi trén ghé, dang ghi chép. Mot tach tra

dat trén ban bén canh anh.

DRINFELD
Do vay, gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil cho ta mot mdi lién két giita cac phwong trinh cubic
va cac dang modular, nhung Langlands con tién xa hon diéu nay réat nhiéu. Ong ay nhin thay
duwgc mot mai lién hé tong quat hon, trong d6 nhitng biéu dién ty dang cau cia mét nhém Lie

déng vai tro la cac dang modular.
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EDWARD

Vay mot biéu dién ty dang cdu la gi?

DRINFELD
(sau khi ngtrng lai, mét lic lau)
Hién thoi, dinh nghia chinh xac cia n6 khong quan trong lam. Nhwng du sao thi cau cling ¢
thé doc né trong sach. Quan trong hon né la mot biéu dién ctia nhém Lie G - chdng han, nhém

SO(3) cac phép quay ctia mot mat cau.

EDWARD

bong y. Vay cac biéu dién ty dang cau nay lién quan tdi nhitng gi?

DRINFELD
Phai, d6 méi la phan hap dan nhét: Langlands phong doan rang chiing lién quan tgi nhitng biéu

dién ctia nhom Galois trong mot nhém Lie khac.!2

EDWARD

Em hiéu roi. Y anh 1a nhém Lie nay khéng cting nhém véi nhém G?

DRINFELD
Khong! N6 la mot nhom Lie khac, dugc goi la nhém déi ngau Langlands cua G.

DRINFELD viét ky hiéu “G 1én bang.

EDWARD

L la ky hiéu cho Langlands a?

DRINFELD
(hoi mim cuoi)
A, dong lyc ban dau ctia Langlands 1a dé hiéu veé cai duoc goi 1a cdc L-ham, do vay, 6ng ay goi

nhom nay la mot L-nhém...

EDWARD
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Dé thir xem em c6 hiéu khong nhé. Vi méi nhém Lie G, c6 mot nhém Lie khac goi 1a “G,

ding khong?

DRINFELD

bring thé. Va no6 xuat hién trong moi lién hé Langlands. Ma nhin khai lwgc thi nhw thé nay.

DRINFELD v& mot gian do 1én bang:12%

Céc biéu dién caa nhém Galois trong ‘G ~ Céac biéu dién ty didng cdu, ctia nhém G

EDWARD

Em khong hiéu... chi it, 1a van chwa. Nhwng hdy cho em hdi mot cau don gian hon. Nhom doi

ngdu Langlands ctia SO(3) la gi?

DRINFELD

Cau nay kha don gian: N6 la 16p phu kép cta SO(3). Cau da ting thdy tro xoay coc bao gio

chwa?

EDWARD

Trd xoay cc 4? A, em nhé 1a...
CHUYEN CANH:
NOI CANH. BUA TIEC TAI NHA CAC NGHIEN CUU SINH O HARVARD

Khodng mot ta sinh vién, khoang tir hai nham dén ba muoi lam tudi, dang tro chuyén, uéng

rgu bia. EDWARD dang néi chuyén véi mét sinh vién.

SINH VIEN

bay, tro ay dugc thao tac nhw thé nay.

Co sinh vién 1dy mot chiéc cc nhira c6 rwgu va dé né 1én long ban tay phdi. Sau dé c6 ay bat
dau xoay long ban tay va canh tay (nhu dwgc chi ra & chudi cac bitc anh duwdi day). Sau khi da

xoay tron mot vong (360°) , canh tay cua cd dy da bi van di. Gilt chiéc coc thang ding, co dy
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ti€p tuc quay, va sau khi quay tron mét vong nita - that ngac nhién! - canh tay va chiéc coc tr@

lai vi tri khong bi xoédn vin ban dau. 2!

MOT SINH VIEN KHAC
Em da nghe ké rang ngwdi Philipine c6 mot diéu mda rugu truyén thong, ma ho lam y nhw thé

vGi ca hai tay.12

Anh ta nhat 1én hai c6c bia va c6 gang xoay ca hai cing mét lic, nhing ban tay anh ta khong

vitng, nén nhanh chéng lam d6 ca hai. Moi ngwoi cwdi am 1én.

CHUYEN CANH:

NOI CANH. TRO LAI VAN PHONG CUA DRINFELD

DRINFELD

Tro nay minh hoa cho thuyc té rang c6 mét dwong dong khong tam thwong trén nhom SO(3),

nhung néu ta di theo no hai 1an, ta sé thu dwgc mot dwong tim thuwong.22

EDWARD

A, em hiéu roi. Khi anh thic hién 1an quay tron ven dau tién chiéc céc sé xoin tay cia anh, va
no cling giong nhw dwong khong tam thuong trén SO(3).

Anh ay cam coc tra & ban lén, va can than xoay lan dau tién.

EDWARD
Anh sé nghi rang quay thém tron ven mot vong nita sé lam canh tay anh bi xoan thém nira.
Nhung khong, 1an quay thit hai lai g& n6 khéi bi xoan.

EDWARD hoan tat phép quay.

DRINFELD

Chinh x4c.2!
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EDWARD

Nhung chuyén nay thi ¢ lién quan gi t6i nhém do6i ngau Langlands?

DRINFELD

Nhom doi ngau Langlands cua SO(3) 1a mét 16p phu kép ctia SO(3), do vay...
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bdi Andrea Young.

EDWARD

Do vay, vGi moéi phan tir cia SO(3), sé c6 hai phan ti ciia nhém d6i ngau Langlands.

DRINFELD

Bai thé, nhém mdi nay2%! s khong co bét ky duong dong khong tam thudng nao.

EDWARD
Vay viéc chuyén sang nhom déi ngau Langlands la mot cach dé loai bo nhitng phép xoédn buén

Cwoi nay?

DRINFELD
Dung roi.2®¥ Ban dau, viéc nay c6 vé giong nhw mot sy khac biét nho, nhung thuc ra né lai c6
nhiéu dnh hwéng 16n, chang han nhu sy khéc, biét vé hanh vi giita cac vién gach co ban cau
thanh, nén vat chat, nhw electron va quark, va cac hat mang twong, tac gitta chiing nhw photon.
Vi nhitng, nhém Lie tong quat, hon, sy khac biét: gitta nhém ay va d6i ngau Langlands cua n6
tham chi con rd rét hon. Thyc té, trong nhiéu, trudng hgp, khong c6 moi lién két rd rang giita

hai nhém d6i ngau nay.

EDWARD

Thé tai sao nhém d6i ngau lai xudt hién trong quan hé Langlands? C& nhw 1a ¢6 ma thuét vdy...

DRINFELD

Chung, ta con chwa thyc sy biét tai sao.

CANH TOI DAN.
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Do6i ngau Langlands thiét dat mot moi lién hé theo cdp giira cac
nhom Lie: v6i moi nhém Lie G, c6 mot nhom d6i ngau Langlands ‘G,
va doi ngau cda ‘G lai chinh la nhom G.22 That ngac nhién Chuong
trinh Langlands lai lién hé hai loai do6i twgng khac nhau (mot tw ly
thuyét s6 va mot tir gidi tich diéu hoa), nhung thye té rang hai nhom déi
ngau, G va ‘G, xuat hién & hai vé ctia moi lién hé nay, nhw dwgce chi ra
trén gian do & trang 227, mdi la diéu khong thé tin noi.

Ching ta da néi vé Chuong trinh Langlands két n6i nhitng luc dia
khac nhau cua thé gidi toan hoc. Mot cach twong tw, hay coi nhitng luc
dia nay 1a chau Au va Bic My, va ching ta c6 cach ghép cip mot ngudi
& chau Au v6i mot ngudi & Bac My va nguoc lai. Hon nita, gia s rdng
trong moi quan hé nay, rat nhiéu thudc tinh nhw 1a can nang, chiéu cao,
va tudi dugc ghép hoan toan trung khdp véi nhau, nhuwng gidi tinh thi bi
trao doi: moi ngwoi dan 6ng dugce ghép cdp véi mot phu nit, va ngugc
lai. Khi d6 thi diéu nay ciing giong nhu sy chuyén doi gitta mot nhém
Lie va nhém d6i ngau Langlands ctia né thong qua méi quan hé dwgc
tien doan béi Chuong trinh Langlands.

Phép trao doi nay thuc ra la khia canh bi an nhat cia Chwong trinh
Langlands. Chiing ta da biét mot vai co ché moé td nhom doi ngau xuat
hién nhw thé nao, nhing chiing ta van khong biét tai sao né lai xay ra.
Pay la mot trong nhitng 1y do dé ching ta c6 gang mé rong y twéng cia
Chuong trinh Langlands sang nhitng linh vyc khac nhau trong toan hoc
(thong qua phién da Rosetta cia Weil) va sau dé sang vat ly luong ti,
nhv sé thdy & chuong sau. Chiing ta mudn tim thém nhitng vi du khac
vé su xudt hién cua nhém doi ngau Langlands va hy vong rang chiing
sé cho ta nhiéu manh moi hon vé 1y do né xuat hién, va y nghia ctia n6
la gi.

Bay gio, ta hdy vao cOt bén phdi trén phién dd Rosetta cia Weil,
cot lién quan dén cac dién Riemann. Nhw chiing ta da chi ra & chuong
trvdc (xem gian do & trang 219) trong phién ban cia quan hé Langlands
thé hién & cot nay, cac dién vién c6 “cac bo ty dang cdu” dong vai tro
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nhw nhitng ham ty dang cau (hay cac biéu dién ty dang cau) dwgc gan
v&i mot nhom Lie G. Héa ra cac bé ty dang cau nay “song” trong mot
khong gian xac dinh gan v6i mét dién Riemann X va nhém G, goi la
khong gian moduli cia G-phan thé trén X. Hién tai thi no la gi, doi véi
chiing ta khong quan trong.”2 O vé bén kia ctia quan hé nay, thi nhém
co ban cua dién Riemann dong vai tro ctia nhém Galois, nhu ching ta
da thay ¢ chuwong 9. T gian do & trang 227 ta c6 thé thay rang quan hé
Langlands hinh hoc (cling dwgc biét dén véGi tén goi la twong (ng
Langlands hinh hoc) duwgc mo td mot cach khai lwge nhu sau:

Cac biéu dién ctia nhom co ban X trong "G ~ Céc bé ty dang cau
tren khong gian moduli cua cac G-phan thg trén X

Nghia la ta c6 thé gan cho mo6i biéu dién cia nhom co ban trong
'G mot bé ti dang cau. Va Drinfeld da c6 mot y twdng hoan toan mai
dé lam diéu nay.

CANH VAO DAN:

NOI CANH. VAN PHONG CUA DRINFELD

DRINFELD
Vay nén ta phdi tim mot cach cé hé théng dé xay dung nhitng bo tu ddng cau nay. va anh nghi

rang nhitng biéu dién cua cac dai s6 Kac-Moody c6 thé gitip ta thue hién diéu do.

EDWARD

Tai sao lai thé?
DRINFELD

Hién chung ta dang & trong thé gidi cta cac dién Riemann. Mot dién nhw thé c6 thé cé bién,

bao gom cac vong.
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DRINFELD vé mot hinh 1én bang.

loop loop

DRINFELD
Cac vong trén mot dién Riemann cung cap cho ching ta mot moi lién két t&i nhitng nhém vong
va do vay tdi cac dai s6 Kac-Moody. Stt dung lién két nay, ta c6 thé chuyén nhitng biéu dién
ctia mot dai s6 Kac-Moody thanh cac bo trén khong gian cda nhitng G-phan thd trén dién
Riemann cua chiing ta. Bay gio hdy bo qua cac chi tiét. Mot cach khéi Iwge, anh hy vong né sé

dién ra nhu thé nay.
Anh vé mot gidn do 1én bang:
Mot biéu dién cia nhom co ban trong "G — Mot biéu dién cua nhém dai s6 Kac-Moody cta G

— MGt bo ty dang cau trén khong gian, moduli ctia cac G-phan thé

DRINFELD
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Miii tén thit hai da ro rang vdi anh. Van dé thuce sy & day la lam thé nao dé xay dyng miii tén
thit nhat. Feigin n6i v4i anh vé cong trinh cua em lién quan vdi nhitng biéu dién cua cac dai s6

Kac-Moody. Anh nghi rdang em c6 thé dem n6 ra st dung & day.

EDWARD

Nhung thé thi biéu dién cta dai s6 Kac-Moody cta G bang cach nao d6 phai “biét” vé nhom

d6i ngau Langlands “G.
DRINFELD
Ding r6i.
EDWARD
Lam sao ma c6 thé thé duwgce a?
DRINFELD

Day la cau hoi danh cho em.

CANH TOI DAN.

To6i cam thdy minh hoi giong véi Neo dang noéi chuyén véi
Morpheus trong phim The Matrix (Ma tran). That phan khich nhung
cling hoi lo sg. Liéu t6i thuc sy c6 thé noi dugc diéu gi méi mé vé linh
vuc nay?

Dbé giai thich cach to6i da tiép can van dé nay nhw thé nao, t6i can
phai noi vGi ban vé mot phwong phap hiéu qua dé xay dung nhitng biéu
dién nhém co ban cia mot dién Riemann. Ching ta sé lam diéu do
bang cach st dung cac phuong trinh vi phan.

Phuong trinh vi phan la m6t phuwong trinh lién hé mot ham so6 véi
cac dao ham cua né. Vi duy, xét mot chiéc 6 t0 di trén dwong thang. Con
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dwong nay chi c6 mot toa do va ta ky hiéu n6 la x. Vi tri cia chiéc 0 to
¢ thoi diém t dwgc ma héa bdi mot ham x(t). Chang han né cé thé la
x(t)=t.

Van toc cta chiéc xe la ti s gitta quang dwong di dwoc trong mot
khodng thoi gian rat nho At va khoédng thoi gian do:

x(t+ At)— x(t)
At

Néu chiéc xe chuyén dong vGi mot van toc khong doi, thi viéc
chon khoang thoi gian At ctia ching ta thé nao khong quan trong lam,
Nhung néu chiéc xe thay doi van téc ctaa nd, thi mot khoang thoi gian
At nho hon sé cho ta mot xap xi chinh xac hon cho van toc cia xe &
thoi diém t. D€ thu duge chinh xac van tdc tic thoi tai thoi diém do, ta
phai 1ay gidi han cua ti s6 nay khi cho At tién t&i 0. Gidi han nay goi la
dao ham cta x(t). N6 dugc ky hiéu bédi x’(¢).

Chang han, néu x(t) = ¢, thi x’(t)=2t va tdng quat hon néu x(t) = t"
thi x’(t)=nt~" Khong kh6 dé thu dugc nhitng cong thitc nay, nhung doi
v6i ching ta diéu nay hién tai khong quan trong lam.

Rat nhiéu nhitng quy luat cta ty nhién c6 thé dwgce biéu dién duwdi
dang cac phuong trinh vi phan, titc la nhitng phwong trinh bao gém cac
ham s6 va nhitng dao ham cta ching. Chang han, cic phwong trinh
Maxwell mo ta dién trr truong, ma chung ta sé noi tdi ¢ chvong sau, la
cac phuong trinh vi phan, va cac phwong trinh mé td hap dan cua
Einstein ciing thé. Thuc t€, hau hét cAic mo hinh todn hoc (nhuw trong vat
ly, sinh hoc, héa hoc hay cac thi treong tai chinh) déu lién quan t6i cac
phuong trinh vi phan. Tham chi cac cau héi don gidn nhat ma mot
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nguoi co thé dat ra vé tai chinh ca nhan, nhw 1a lam thé nao dé tinh 1ai
sudt kép, déu nhanh chéng dan ta t6i cac phwong trinh vi phan.
bay la mot vi du vé phwong trinh vi phan:

x}'(t) " zxt(f).

Ham s0 x(t) = £ 1a mot nghiém cta phuwong trinh nay. That vay, ta
co x’(t) = 2t, va 2x(t)
t = 2r?

t , do vay thay x(t) = ¢ vao v€ trai va vé phadi ta sé thu dugc cing mot

két qua la 2t. Hon nita, hoa ra bat ky nghiém nao ctia phwong trinh nay
cling c6 dang x(t) = Ct, v6i C la mot s6 thwc nao d6 doc 1ap véi t.
Chang han, x(t) = 5¢ cting la m6t nghiém.

Twong ty nhu vay, cac nghiém cta phuong trinh vi phan

nx(t)
t

duwgc cho bdi cong thite x(t) = Ct', vdi C la mét sé thuc tuy y.

%' ()=

Khong c6 gi ngan can chung ta gan cho n mot gia tri nguyén am
vao day. Phwong trinh nay van sé c6 nghia, va cong thitc x(t) = Ct" cling
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vay, ngoai trr ham s6 nay khong xac dinh tai t = 0. Do vay, hdy bé
khong xét t6i t = 0. Khi lam nhw vay, ta c6 thé cho phép n la mot so
hitu ti, va tham chi la mét sé thyc tuy y.

Va bay gio ta hay tién thém mot buwdc nita: trong phat biéu ban
dau cua phwong trinh vi phan nay, ta coi t l1a thoi gian, do vay n6 dwoc
coi la mot s6 thuwe. Nhung hay gia s rang t 1a mot s6 phitc, nhw vay no

c6 dang
r+sv-—1

v6ir,s 1a cac so6 thyc. Nhu da thdo luédn trong chwong 9 (xem hinh
& trang 141), cac sO phitc c6 thé dugc biéu dién nhu nhitng diém trén
mat phang vdi toa do r va s . Mot khi da coi t 1a s6 phitc, x(t) thuc sy
tré thanh mot ham s trén mit phing. A, ding ra 1a mit phing bo di
mot diém. Bai vi ta da quyét dinh rang x(t) c6 thé khong xac dinh tai
diém t = 0, chinh la goc toa d6 trén mat phang nay (vdi ca hai toa do, r
va s, déu bang 0), nén x(t) thuc sy dwgc xac dinh trén mat phang bo di
mot diém, la goc toa do.

Tiép theo, ta sé dwa nhém co ban vao cudc. Nhitng phan ti¢ cta
nhém co ban, nhu ta da thdo luan trong chuwong 9, la cac duong dong.
Hay cung xét nhdm co ban cia mat phang bo di mot diém. Khi d6 bat
ky duwong dong nao cling c6 mot “sd6 vong quan”: day la s6 lan duong
cong di vong quanh diém bi bé di. Néu dwong d6 di ngugc chiéu kim
dong ho, thi ta tinh s6 nay vGi ddu dwong, con néu n6 di theo chiéu kim
dong ho, ta tinh n6 véi ddu am."2 Cac dwong dong c6 sé vong quan la
+1 hodc -1, dugc minh hoa & hinh duéi day.
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Winding number +1 Winding number -1
S6 vong quan bang +1 / S6 vong quan bang -1
Mot duong xodn 6c xoan vong quanh hai lan dong thoi ty cat dé
tré vé diém khéi dau sé c6 “s6 vong quan” bang +2 hodc -2, va ¢t nhu

thé vdi cac dudng phitc tap hon.
Bay gio hay quay trg lai véi phwong trinh vi phan ctua chung ta:

nx(t)
[

v6i n la mot s6 thyc tuy y va t bay gio 1dy gia tri la s6 phic.

X ()=

Phuong trinh nay c6 mot nghiém la x(t)= t'. Tuy nhién, diéu bat ngo la:
néu n khong phai la mot s6 nguyén, thi khi ta danh gia nghiém nay doc
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theo mot dwong déng trén mat phang va trd lai cing mot diém, thi gia
tri ctia nghiém & diém cudi cung khong nhat thiét phai bang vdi gia tri
ma ta xét lic dau. N6 sé duwge nhan véi mot so phitc. Trong treong hop
nay, ching ta no6i rang nghiém nay da trdi qua mdt monodromy (don
dao) doc theo duong do.

Khang dinh rang c6 gi dé thay doi khi ta di tron mdt vong theo
mot dwong tron thoat nghe c6 vé phan trec quan va tham chi la ty mau
thuan. Nhung n6 phu thugc hoan toan vao viéc ching ta nghi gi khi néi
di tron ven theo mot duwong tron. Ching ta c6 thé di theo mot duong
déng va trd lai cing mot diém theo nghia mot thudc tinh cu thé, nhw 1a
vi tri cda ching ta trong khong gian, chang han. Nhwng nhitng thudc
tinh khac c6 thé phai bi thay déi.

Ta hay thtr xét vi du sau. Rick gap Ilsa @ mot budi da tiéc ngay 14
thang 3 nam 2010, va 1ap tic phai long c6. Pau tién Ilsa khong dé y
lam t6i Rick nhung van dong y hen ho véi anh ta. Va sau do6 la mot
buoi hen khac. Roi lai hen ho tiép nita. Ilsa bat dau thich Rick; tai sao,
vi anh ay vui tinh va théng minh, quan tdm t&i c6. Dot nhién, Ilsa cling
thdy minh dang yéu; tham chi c6 con thay do6i dong trang thai trén
Facebook ctia minh thanh “dang hen ho”, va ca Rick cling thé. Thoi
gian tr6i nhanh, chang may choc da lai dén ngay 14 thang 3, ky niém
mot nam ngay ho lan dau gap mat. Theo cuon lich, néu ching ta chi dé
y t6i thang va ngay ma bé qua nam - thi Rick va Ilsa da di tron mot
vong. Nhung moi tht di thay d6i. O ngdy méi gip, Rick da yéu, con
Ilsa thi khong. Nhung chi mot nam sau, moi chuyén da khac; thuc té, ca
hai c6 thé déu yéu nhau, hodc c6 1€ Ilsa yéu dién ddo, con Rick thi cling
vira vira thoi. Tham chi anh ta c6é thé khong con yéu Ilsa nita va bat dau
bi mat gap ngudi khac. Chiung ta khong biét, diéu quan trong véi chiing
ta la du tham chi ho quay lai ding ngay ghi trén cuoén lich, ngay 14
thang 3, nhung tinh yéu ctia ho danh cho nhau da thyc sy thay doi.

Cha t6i thi n6i rang vi du nay that réi ram bdi vi né goi ra rang
Rick va Ilsa da quay trd lai ding mot thoi diém, ma diéu nay la khong
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thé. Nhung diéu ma t6i chd y dén la nhitng thudc tinh dadc biét: cu thé la
ngay va thang. Theo nghia do, di tir 14 thang 3 nam 2010 dén 14 thang
3 nam 2011 thi dang la da tao thanh mot vong tron.

Nhung c6 1é t6t hon la ta nén xét mot duwong dong trong khong
gian. Gia st rang trong khi yéu nhau, Rick va Ilsa di du lich quanh thé
gidi. Khi di du lich, tinh cdm cta ho cling tién trién, b&i vay, khi ho tr@
vé cung mot diém trong khong gian - thanh phd qué ho - tinh cdm cia
ho danh cho nhau c6 thé da thay doi.

Trong troeong hgp dau tién, ching ta c6 mot dwong thoi gian dong
(chinh xac hon, theo lich ngay-thang), con trong truong hop thit hai la
mot duong khong gian dong. Nhung két luan thi nhu nhau: tinh cam cé
thé thay doi doc theo mot dwong dong. Ca hai kich ban clung giai thich
mot hién twong ma ta c6 thé goi la don dao ctia tinh yéu.

Vé mat toan hoc, ta c6 thé biéu dién tinh yéu ctia Rick danh cho
Ilsa bdi mdt s6 X, con tinh yéu cta Ilsa cho Rick bai s6 y. Khi dé trang
thai quan hé ctia ho & moi thoi diém sé dwgce biéu dién bai mot diém
trén mat phang vdéi toa do (X, y). Chang han, trong kich ban thit nhat,
vao ngay ma ho lan dau gap nhau, do6 la diém (1,0). Nhung sau d6 ho
da di theo mot duwong cong dong (trong thoi gian hodc khong gian), vi
tri ctia diém dé sé thay déi. Do vay, su tién trién ctia moi quan hé giita
ho dugc biéu dién bdi mot quy dao trong mat phang xy. Pon dao & day
don gian chi la sy khac biét gitta diém dau va diém cudi cua quy dao
do.

Con day la mot vi du kém lang man hon. Gia st ban treo 1én mot
cau thang xoan o6c va xoay tron mét vong. Chirng nao chi quan tam t&i
hinh chiéu ctia minh trén mat phang san nha, thi ban da di tron mot
vong tron. Nhung mot thudc tinh khac - do cao ctia ban, chang han - da
thay doi: ban da lén tGi bac cao hon. D6 cling 1a mot don dao. Chiing ta
c6 thé lién hé vi du nay véi vi du dau tién bdi vi cudn lich cling giong
nhr mét duwdng xoan 6c: 365 ngay cia mot nam ciling giong nhuw duong
tron trén san nha, con nam thi cing giong nhw do cao. Bai vay, tinh tw
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mot ngay cho trudc, nhu la ngay 14 thang 3 nam 2010, t6i dung ngay
d6 & nam sau thi cling twong tw nhu tréo 1én mot chiéc cau thang vay.

Bay gio hdy cung quay trd lai véi nghiém phuong trinh vi phan
cta chung ta. M6t duwong dong trén mat phang cling giong nhw duong
déng hinh chiéu ctia ban trén san nha. Gia tri cia nghiém ciling giong
nhw do cao cda ban trén cau thang. Ttr quan diém nay, khong cé gi ngac
nhién khi thdy rang gia tri ctia nghiém sau khi ta di tron mot vong lai
khac véi gia tri ban dau.

Lay thwong hai gia tri do, ta sé thu dugc don dao cua nghiém doc
theo dwong nay. Hoéa ra ta co6 thé giai thich don dao nay nhw la mét
phan ti cia nhém dwong tron.”2 Pé minh hoa diéu nay, hay hinh dung
ban c6 thé uon mot thanh keo mém thanh mét hinh xuyén. Sau dé di
theo dwong xodn do. Di chuyén doc theo thanh keo nay ciing giong nhw
di theo mot dwong dong trén mat phang, vong xody dé cling la nghiém
cua ta vay. Khi ta di tron mot vong trén thanh, néi chung vong xoay nay
sé khién ta tr¢ lai mét diém khac vdi diém ban dau. Sy khac biét nay
cling giong nhw don dao nghiém cta ching ta. N6 twong tng vGi mot
phép quay thanh keo theo mot goc nao do.

Tinh toan dugc trinh bay & chu thich 12 chi ra rang don dao doc
theo mot dwong déng c6 s6 vong quan +1 la phan ti¢ cia nhém duong
tron twong &ng vGi phép quay theo goc 360n°. (Chang han, néu n=1/6
thi chung ta gan cho duong nay phép quay 360/6=60°.) Tuwong ty nhw
vay, don dao doc theo mdt duong vdi s6 vong quan w la phép quay mot
goc 360wn°.

K&t luan cudi cung cho nhitng thao luan nay doé la cac don dao doc
theo nhitng duwdong khac nhau trén mat phang bé di mot diém sé lam nady
sinh mot biéu dién cia nhém co ban ctia né trong nhém duwong tron.
Tong quat hon, chiing ta c6 thé xay dyng nhitng biéu dién cho nhém co
ban ctia bat ky dién Riemann nao (c6 thé, vGi vai diém bi bé di, nhw
trong treong hop cta ching ta) bang cach danh gia don dao cua cac
phuong trinh vi phan xac dinh trén dién d6. Cac phwong trinh nay ngay
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cang trd nén phirc tap hon, nhwng vé cuc bg, trong mot lan can nhé cua
mot diém trén dién do, thi tat cd ching déu nhin twong ty nhw phuong
trinh @ trén. S& dung don dao nghiém ctia cac phuong trinh phitc tap
hon, ching ta c6 thé xay dung dugc cac biéu dién ctia nhom co ban cta
mot dién Riemann cho truéc theo mot cach twong tu trong cac nhom
Lie chit khong con la nhém dwong tron nita. Chang han, ching ta cé
thé xay dung cac biéu dién cia nhom co ban trong nhém SO(3).

Quay tr@ lai v6i van dé ma toi phai doi dién: ching ta bat dau vai
mot nhom Lie G, va lay, dai s6 Kac-Moody twong ttng. Gia thuyét cta
Drinfeld doi hoi phai tim dugc mot moi lién két giita nhitng biéu dién
cta dai s6 Kac-Moody nay va nhirng biéu dién cia nhém co ban trong
nhém doi ngau Langlands ‘G.

Budc dau tién la thay thé nhitng biéu dién cia nhém co ban bang
cac phuong trinh vi phan phu hgp ma cac don dao cua chuing lay gia tri
trong ‘G. Diéu nay lam cho cau héi mang tinh dai s6 hon, va do vay
gan voi thé gidi cac dai s6 Kac-Moody hon. Nhitng loai phwong trinh
vi phan lién quan & day (chua yéu la trong truong hop mat phang bo, di
mot diém nhu vira néi & trén) da dwgc Drinfeld va Sokolov dwa ra tir
tredc, trong thoi gian Drinfeld phai “di day” t6i Ufa. Beilinson va
Drinfeld sau do6 da tong quat héa cong trinh nay cho cac dién Riemann
bat ky, va goi cac phwong trinh vi phan tim dugc la cac “oper”. Tw
“oper” phai sinh tir “operator” (toan tt¥), nhwng phan nao ciing la mot
tro dua bon, bdi trong tiéng Nga n6 la mot tir 16ng nghia la nhan vién
canh sat, nhw “cop” trong tiéng Anh vay.

Trong luadn an cua t6i, xdy dung dua trén cong trinh ma t6i viét
chung vGi Borya & Moscow, t6i da xay dung dugc cac biéu dién cua dai
s0 Kac-Moody ctia mot nhom G dugc tham sé hoa bdi cac “oper”
twong (ng v&i nhom doi ngau Langlands “‘G. MG6i lién két ton tai giita
hai d6i twgng nay; gan nhu la mot phép mau: bang cach nao do dai so
Kac-Moody gan véi nhéom G lai “biét” vé nhom do6i ngau Langlands
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‘G, ding nhu. Drinfeld dy doan. Biéu d6 da lam cho cong trinh dy kién
cta anh Van hanh theo sg do sau:*

Mot biéu dién ctia nhém co béan cta X trong ‘G — MOt oper trén
dién Riemann X

— Mot biéu dién cua dai s6 Kac-Moody cuia G — Mot bo ti dang
cau trén khong gian moduli ctia G-phan thé trén X.

Chitng minh cuta t6i cho két qua nay kha la mang tinh ky thuat.
To6i co thé giai thich lam thé nao ma nhém do6i ngau Langlands lai xuat
hién, nhung thdm chi bay gid, hon hai mwoi ndm sau, t6i van thay that
bi an la tagi sao né lai xuat hién. T6i da gidi quyét dugc bai toan, nhung
khong that, vira y khi cit cam thay c6 thit gi d6 bong duwng xuat hién ti
huw v6. Ké tir d6 nghién cttu cta t6i da dugc thic day mét phan nho co6
gang, tim kiém mot 101 giai thich toan ven hon.

Moi chuyén thwong xdy ra nhw thé nay: Ai dé chitng minh dugc
mot dinh ly, nhitng ngwoi khac kiém chitng né, r6i tién bd maGi dwogc
tao ra dva trén dinh ly nay, nhwng dé hiéu biét y nghia thuc sy cia né
phai mat hang nam, c6 khi hang thap ky. T6i biét rang tham chi néu toi
khong tim duwgc cau tra 161, thi nhitng thé hé cac nha toan hoc sau nay
sé dot tiép ngon dudc cuda toi, nhitng nguwoi cudi cung sé tim dwgc no.
Nhwng di nhién, t6i van thich chinh minh tim dwgc chan twéng cua van
de hon.

Beilison va Drinfeld sau nay da st dung dinh ly tt* ludn an cua toi
dé xay dung moi quan hé Langlands hinh hoc mét cach v6 cung dep dé
(& cot bén phai trén phién da Rosetta cia Weil, xem gidn d6 & trang
233). Cong trinh ngoan muc cda ho la khéi dau cho mot chwong méi
trong Chwong trinh Langlands, né mang dén mot loat nhitng y twéng
twoi ma@i va nhitng cai nhin sau sac vé chi dé nay va mé rong no xa
hon nita.

Sau nay, t6i da tong két lai nhitng nghién citu cia minh trong linh
virc nay (mot so trong dé la cong tac vGi Borya, va mot s6 khac véGi
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Dennis Gaitsgory) trong cuén sach Langlands Correspondence for
Loop Groups (Twong ttng Langlands cho cac nhém vong) do Nha xuat
ban Dai hoc Cambridge an hanh.® Cuon sach duwgc in nam 2007, chinh
xac la 20 nam sau khi t6i viét nhitng cong thitc dau tién cho s thuc
hién treong tw do ctia cac dai s6 Kac-Moody trén chuyén tau dém trg
vé nha tr can biét thy ngoai 6 cua Borya, mot tinh todn ma t6i khong
ngo lai la khéi dau cho hanh trinh dai ctia minh téi Chuwong trinh
Langlands.

Toi da chon nhitng dong sau trong tap tho in nam 1931 cua E.E.
Cummings, mot nha tho ma t6i wa thich, lam 16i dé tir cho cudn sach
cua minh:

Nhitng hinh hoc déng tdm trong vt
Chim qua dai s6 kiéu ngam
bam sam quay cuéng xody 16¢

Vao mon so6 hoc sat cam.

Vi toi, doan tho nay giéng nhuw mot an du thi vi vé nhitng gi ma
ching t6i dang c6 gang thu duwgc trong Chwong trinh Langlands: do la
sw thong nhat gitta hinh hoc, dai s6 va s6 hoc (tic 1a ly thuyét s6). Mot
thuat gid kim cua thoi hién dai.

Cong trinh cua Beilison va Drinfeld da giai quyét dwgc mot s6 van
de ton dong tir 1dau nhung né cling lam ndy sinh nhiéu cau hoéi nita. Po
chinh la y nghia cua toan hoc: moi két qua mdi lai day lui tdm man che
pht nhitng diéu chwa biét, nhung sau d6 nhitng diéu hé 10 ky thuc cling
khong bao quat hét cac cau tra 10i - né bao ham ca nhitng cau hoi chwa
biét, nhitng huwdng di mdi ban than ching ta van con chwa biét, va do
vay moi kham pha lai khoi nguén cam hitng cho ta tao ra sy tién bo
m&i dé khong bao gio théa man trong cong cudc theo dudi tri thitc cia
minh.
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Thang 5 nam 1991, t6i tham dy budi 1é tot nghiép ¢ Harvard. D6 la mot
thoi khac con hon ca dac biét doi vdi t6i vi dién gia cta lé phat bang la
Eduard Shevardnadze, mot trong nhitng kién tric sw ctia chinh sach
perestroika & Lién Xd. Ong vita méi tir chitc Bo truéng Bo ngoai giao
dé phan doi tinh trang bao lwc & cac nwdc cong hoa Baltic, va canh bao
vé mot nén doc tai dang manh nha.

D6 1a nhitng khodng thoi gian r6i loan. Chuing ta con chwa biét vé
tat cd nhitng ndo dong sap xdy dén: cudc dao chinh vao thang 8 nam 4y,
st tan vO sau do6 cta Lién X6, nhitng kho lao ma hau hét moi nguoi déu
phai chiu dung trong céng cudc cai cach lanh té. Ching ta cling khong
thé tién doan duwgc thoi gian nam quyén day tranh cdi cua
Shevardnadze véi tw cach la nguoi ditng dau nwéc Cong hoa. Georgia,
qué huvong 6ng. Nhung vao ngay vinh quang dy & Harvard Yard chan
hoa anh nang, t6i mudn néi 16i “cam on” vGi nguwoi dan 6ng da giai
phoéng toi, va hang triéu dong bao to6i, khéi ché do cong san.

To6i buwdc dén gap 6ng sau bai dién van va néi rang téi vira mdi
nhan hoc vi tién si tr Harvard, diéu khong thé lam duwgc néu khong co
chinh sach perestroika, 6ng mim cwoi va néi bang tiéng Nga vé6i giong
Georgia day quyén rii rang, “Toi rat vui khi dugc nghe chuyén nay. T6i
chiic cau dat dwoc thanh cong 16n trong cong viéc.” Ong nging lai, va
noi thém, nhr mot nguwoi Georgia dich thuc: “Va cé duge hanh phuc
trong doi s6ng riéng.”

Sang hom sau tdi bay sang Y. Victor Kac dd moi t6i tham dy mot
hoi nghi t6 chitc & Pisa v4i dong nghiép ngudi Y ctia dng 1a Corrado
De Concini. Tt Pisa, t6i t&i dao Corsica dé c6 mét cudc gap go khac,
16i téi Kyoto, Nhat Ban. Nhitng cudc hoi thdo nay la noi hoi tu cta cac
nha vat ly va toan hoc quan tam t6i dai s6 Kac-Moody va nhitng tng
dung ctia n6 trong vat ly lwgng ti. T6i da trinh bay bai gidng vé cong
trinh ma t6i méi hoan tat. Day la lan dau tién ma hau hét nhitng nguoi
tham gia dwgc nghe vé Chuwong trinh Langlands, va ho dudng nhu bi
cuon hit bgi Chuong trinh nay. H6i twdng lai nhitng ngay ay, to6i cam
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thay that sw lanh ngac vi ké tir d6 moi thit da thay doi biét bao nhiéu.
Chwong trinh Langlands bay gio dugc coi nhw hon da tang cua toan hoc
hién dai, va dugc biét dén rong rai qua hau hét cac linh vyec khac nhau.

Pay la lan dau tién t6i c6 co hoi di vong quanh thé gigi. Toi sé
kham pha cac nén van héa khac nhau, va t6i cting nhan ra cach thitc ma
toan hoc, ngon ngit chung ctia nhan loai, d mang chiing ta t¢i gan nhau
hon nhv thé nao. Moi thit déu méi mé va phan khich, béi thé gidi nay -
la mot kinh van hoa cta vo van nhitng kha nang.

https://thuviensach.vn



Chuong 16
POI NGAU LUONG TU

Chl'lng ta da thay Chwong trinh Langlands phéan chiéu qua hau khap

cac linh vyc cta toan hoc, tir ly thuyét sé t6i nhitng duwong cong trén
cac trreong hitu han, téi cac dién Riemann. Tham chi nhitng biéu dién
cta cac dai s6 Kac-Moody ciling da dugce tron lan vao. Qua lang kinh
cta Chuong trinh Langlands, chiing ta nhin thdy dwgc cung nhitng mau
hinh, nhitng hién twong y hét nhau hién dién trong nhitng linh virc khac
nhau cda toan hoc. Ching biéu hién theo nhitng cach khac nhau, nhung
ta van luon c6 thé nhan ra moét s6 dac diém chung (nhw sy xuat hién cta
nhém d6i ngau Langlands). Chung déu chi dan t&i mét cdu tric bi an
nam sau bén dudi, thit c6 thé. goi la ma ngudn caa toan bo toan hoc.
Ching ta néi vé Chuong trinh Langlands nhw mot 1y thuyét Thong nhat
16n cuda toan hoc la theo nghia nhu thé.

Chiing ta cling nhan thdy mot so6 khai niém chung va tric quan
nhat ctia toan hoc ma ta da hoc & pho thong: s6 hoc, ham s6, phuong
trinh - bi xoan bén, uén cong, va tham chi do6i khi con bi pha v& nita.
Rét nhiéu khai niém da ching t6 ching khong han co ban nhw nguoi ta
twdng. Trong toan hoc hién dai, c6 nhitng khai niém va y twdng sau sac,
toan dién hon nhw: cac khong gian vector, nhém doi xitng, so hoc theo
modun cac s6 nguyeén t0, hay cac bé. Do vay toan hoc van con chira
dyng nhiéu diéu hon han thit ta thay, va chinh Chuong trinh Langlands
sé gitp chung ta bat dau nhin thay duwgc nhitng gi ma tredc day chua
thdy. Cho tGi bay gi®, chiing ta md&i chi cé thé nam bat dai cwong cai
thue tai con an gidu. Va hién tai, cling giong nhu cac nha khéao c6 hoc
phai d6i mat véi mot bire tranh kham bi gay vd, ching ta dang co gang

https://thuviensach.vn



gan cac manh thu thap dwgc lai véi nhau. M6i manh mdéi ctia cau do lai
mang dén nhitng nhan thitc sdu sac mdi, nhitng cong cu mdi dé lam
sang to sw bi an dy. Va mai lan nhw vay, ching ta lai sitng so trudc sy
phong phui dwdong nhw vo tan cta bitc tranh dang dan 16 dang.

T6i da tim ra 16i di riéeng vao thé gigi toan hoc diéu ky khi
Drinfeld két néi cong trinh vé cac dai s6 Kac-Moody cua t6i vGi
Chuong trinh Langlands. Chu dé rong 16n nay va tinh phd quat ctia n6
trong toan hoc da mé hodc toi ké tir d6. T6i ép ban than phai hoc héi
ngay cang nhiéu vé nhitng duong hwéng khac nhau ctia Chwong trinh
Langlands ma ching ta thdo ludn trong cudn sach nay, va hau hét
nhitng nghién cttu cta t6i ké tr do6 hodc la vé Chwong trinh Langlands
hodc la dwgc 1dy cam hing tir né theo cach nay hodc cach khac. N6
thic day t6i chu du qua cac luc dia cta toan hoc, hoc tap nhitng ngon
ngilt va cac nén van hoéa khac nhau.

Giong nhw bat cit m6t du khach nao khac, t6i hoan toan kinh ngac
tredc nhitng gi tai nghe mat thdy. Chiing ta gio day sé cham t&i mot
trong nhitng sw ngac nhién 16n nhat: héa ra Chwong trinh Langlands lai
cling c6 moi lién két khong thé tach roi véi vat 1y lwgng tr. Diém mau
chot chinh la tinh d6i ngau, trong vat ly ciing nhw trong toan hoc.

bi tim sy do6i ngau trong vat ly xem ra la chuyén hoi la lung,
nhung theo mot nghia nao do thi day la mot khai niém tirng quen thudc
ching ta. Hay lay luc dién va lyc tir lam vi du. Mdc du hai lwc nay c6
vé nhu kha khac nhau, nhung thye ra ching lai cung dwgec mo ta chi boi
mot ly thuyét toan hoc duy nhat, goi la ly thuyét dién ti. Ly thuyét nay
c6 mot doi ngau an giau, trong do luc dién va luc tir duge hoan doi cho
nhau. (Dwdi day ching ta sé thao luan chi tiét vé van dé nay.) Vao thap
nién 1970, cac nha vat ly da c6 gang tong quat héa doi ngau thanh cac
ly thuyét chuan (gauge theory) khéng giao hoan. Pay la nhitng ly
thuyét mo ta cac lwc hat nhan: Ivc “manh”, lwc gitt cac quark lai véi
nhau bén trong proton, neutron, va cac hat co ban khac; va lyc “yéu”,
lyc gay ra nhitng hién twong nhu phan ra phong xa.
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Cot 16i cua moi ly thuyét chuan la mét nhém Lie, goi la nhom
chuan (gauge group). Theo mot nghia nao do thi ly thuyét dién tir 1a 1y
thuyét chuan don gian nhat, va nhém chuan & treong hop nay lai 1a mot
nguoi ban cli cua chung ta, nhom duwong tron (nhom cac phép quay cua
bat ky vat thé hinh tron nao). Nhém nay la giao hoan; titrc 1a phép nhan
bat ky hai phan t& nao cting khong phu thudc vao thit tv ma né duwogc
thwe hién: a.b=b.a. Nhung vé6i cac ly thuyét twong tdc manh va yéu,
cac nhom chuan twong ¢ng lai khong giao hoan, tic 1a trong cac nhom
chuan dé thi ab#b.a. Va béi vay ta goi ching la nhitng 1y thuyét chuan
khong giao hoan.

Vao nhitng nam 1970 &y, cac nha vat ly nhan thay rang c6 mot sy
twong tw ctia doi ngau dién tir trong nhitng ly thuyét chuan khong giao
hoan, nhung véi mot sy bién dang dang ngac nhién. Hoa ra néu ching
ta bat dau véi ly thuyét chuan c6 nhém chuan la G thi ly thuyét doéi
ngau cua no6 ciing sé la mot ly thuyét chuan nhung véi mot nhom chuan
khac. Va that ngac nhién, héa ra nhém nay lai chinh la nhém déi ngau
Langlands "G, mot yéu t6 then chot cia Chwong trinh Langlands!

Hay tw duy vé diéu do theo cach sau: toan hoc va vat 1y giong nhu
hai hanh tinh khac nhau, nhw Trai Dat va Héa tinh chang han. Trén Trai
bat, ching ta kham pha dwgc mot moi lién hé gitta nhitng luc dia khac
nhau. Theo méi lién hé ndy, mdi ngudi & chau Au dugc ghép cip voi
mot nguwdi Bac My; chiéu cao, can nang, va tudi cia ho déu giong
nhau. Nhung ho lai cé gigi tinh ngwoc nhau (diéu nay ciing giong nhw
trdo doi gitta mot nhém Lie va nhom Lie d6i ngau cia nod). Va roi mot
ngay kia, chiing ta c6 mot nguwdi khach dén tir Héa tinh dén, nguwdi nay
noéi vdi ching ta rang & cho ho, ho cling kham pha ra mot mo6i quan hé
gitta cac luc dia ctia ho. Héa ra moi ngwoi Hoéa tinh trén mot luc dia
cling c6 thé dugc ghép cap véi mot nguwoi Hoa tinh ¢ mot luc dia khac,
ma chiéu cao, can nang, tudi ctia ho déu nhu nhau, nhung... ho lai c6
gidi tinh ngugc nhau (ai ma biét dugc rang nguwdi Hoa tinh c6 hai gidi
tinh, cling nhw ching ta hay khong?) Ching ta khong thé tin vao diéu
ching ta vira nghe: vi c6 vé nhu la méi quan hé ma chung ta cé trén
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Trai Dat, va moi quan hé cta ho c6 trén Hoa tinh bang cach nao doé lai
c6 moi lién hé vGi nhau. Nhung tai sao lai thé dugc nhi?

Twong tw nhu vay, vi nhom déi ngau Langlands xuat hién ca trong
toan hoc va trong vat 1y, nén sé la ty nhién néu ta gia st rang chac han
phai c6 mot moi lién hé gitta Chwong trinh Langlands trong toan hoc va
do6i ngau dién tir trong vat ly. Nhwng hau nhu trong gan ba muwoi nam,
khong ai tim ra dwgc moi lién hé dé.

Trong nhiéu nam, t6i da c6 nhiéu dip thao ludn cau hoi nay vai
Edward Witten, gido sw & vién Nghién cttu cao cdp Princeton, 6ng dwoc
coi la mot trong nhitng nha vat ly ly thuyét vi dai nhat hién nay. Mot
trong nhitng pham chat dang kinh ngac cta 6ng dé la kha nang st dung
nhitng cong cu phitc tap nhat cua vat ly lwgng tir dé c6 dwoc nhitng
kham pha va gia thuyét gay strng sot trong toan hoc. Nhitng cong trinh
ctia 6ng da truyén cam hitng cho nhiéu thé hé cac nha toan hoc, va ong
trd thanh nha vat ly dau tién dwgce nhan huy chuong Fields, mot trong
nhitng giadi thwdng uy tin nhat trong toan hoc.
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Chan dung Witten

To mo vé moi lién két c6 thé cé giita cac doi ngau lwong tir v6i
Chuong trinh Langlands, Witten doi khi cling héi t6i vé nd. Chting toi
thdo luan vé mai lién két nay tai van phong cta téi & Harvard khi 6ng
t¢i Harvard hodac MIT, hay tai van phong ctia 6ng & Princeton khi toi
tGi d6. Nhitng cudc thdo luan luén rat hao hitng, nhung ching t6i khong
di dugc xa lam. RO rang la con thiéu nhitng thanh phan can ban nao do,
van dang chd dugc kham pha.

R6i ching t6i da dwoc trg gitp tr mot nguon khong hé mong doi.

Tai mot hoi nghi & Rome thang 5 nam 2003, t6i nhan dugc email tw
Kari Vilonen, ngwdi ban cii va ciing la dong nghiép cta t6i. Sinh ra tai
Phan Lan, Kari la mot trong nhitng nha toan hoc quang giao nhat ma t6i
biét. Khi t6i 1an dau dat chan dén Harvard, anh va vg twong lai Martina
da dan t6i tdi mot quan bar & Boston dé xem mot tran bong r6 gianh vé
vot cia Red Sox. Chao 6i, Red Sox bi thua, nhung d6 mai that 1a mot
trdi nghiém dang nhd lam sao. Chting t6i da trd thanh ban ké tir do, va
nhiéu nam sau, ching t6i cong tac véi nhau viét vai bai bao vé Chuong
trinh Langlands (cung v6i mot nha toan hoc khac la Dennis Gaitsgory).
Pac biét, ching t6i cung chithg minh mot tredng hgp rat quan trong
cua quan hé Langlands.

Trong email, Kari (sau nay tr¢ thanh gidao sw & Dai hoc
Northwestern) viét rang anh da dwgc nguwdi cia DARPA lién hé, ho
muon tai trg ching t6i nghién citu Chwong trinh Langlands.

DARPA, tén viét tat cia Defense Advanced Research Projects
Agency (Co quan Quan ly cac Dy an Nghién cttu Cao cdp phuc vu
Quoc phong), 1a mot nhanh nghién cttu cia B6 Qudc phong My. Co
quan nay dugc thanh 1ap nam 1958, sau vu phong veé tinh Sputnik cua
Lién X6, vdi nhiém vu thic day khoa hoc-cong nghé ¢ My va nham
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ngan chan nhitng thanh céng bat ngd vé mat cong nghé twong tw nhw
vu Sputnik.
Toi da doc dugc nhitng dong sau trén trang web cia DARPA

Dbé thyc hién nhiém vu cda minh, co quan nay dya trén nhiéu thanh vién khac nhau dé ap dung
nhitng cach tiép can da nganh vira dé tao ra tri thitc méi thong qua nhitng nghién citu co ban,
vira dé sang tao ra nhitng cong nghé cach tan dap ling nhitng van dé thuc tién hién thoi thong
qua cac nghién ctu @ng dung. Nhitng nghién citu khoa hoc cia DARPA bao quat tir nhitng no
lyc trong phong thi nghiém t&i viéc tao ra sdn pham cong nghé & quy mo6 16n... Vi vai tro la
c6 may d6i mdi chinh ctia DoD (ttc B quoc phong), DARPA dam nhan nhitng dy an c6 thai

gian hitu han nhwng tao ra sy thay doi bén vitng mang tinh cach mang.

Qua nhiéu nam, DARPA da tai tr¢g cho nhiéu dv an trong toan hoc tng
dung va khoa hoc may tinh; chang han co quan nay da d& dau du an
ARPANET, tién than ctia mang Internet. Nhung trong chirng muc ma
toi biét, ho khong ho trg cac dé tai toan hoc thuan tiy. Thé thi tai sao ho
lai muon ho trg nhitng nghién cttu trong Chwong trinh Langlands?

Linh vyc nay c6 vé thuan tiy va tritu twgng, khong hé cé ting
dung tryc tiép nao. Nhung ching ta phdi nhan thay rang nhitng nghién
cttu khoa hoc co ban tao nén tdng cho tat ca nhitng tién bo cong nghé.
Thuong thi, nhitng kham pha trong c6 vé nhuv tritu twgng va kho hiéu
nhat trong toan hoc va vat 1y lai dan téi nhitng cach tan ma ngay nay
chuing ta st dung trong doi song hang ngay. Chang han, ta hay nghi vé
s06 hoc theo modun cac s6 nguyén t6. Khi ching ta nhin thdy né lan
dau, trong né cé vé trru twong tdi mirc twong nhw khong cé tha gi
giong nhu vay lai c6 @ng dung trong thé gigi thyc tién. Thyc té, nha
toan hoc nguwoi Anh, G.H. Hardy da c6 ciu néi noi tiéng rang, “mot
dong toan hoc cao cap thi cling vo dung ma thoi.”® Nhung cau néi dua
nay lai van vao 6ng: rat nhiéu két qua co6 vé bi truyén trong ly thuyét s6
(Iinh vic ma 6ng la chuyén gia) bay gio lai xuat hién ¢ khap noi, chang
han nhuv trong giao dich ngan hang tryc tuyén. Khi ching ta thyc hién
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cac giao dich truc tuyén, thi cling c6 su can dw cua s6 hoc theo modun
N (xem mo ta thudt toan ma héa RSA trong chu thich 7 ctia chuwong 14
& cudi sach). Thé nén, chiing ta dirng bao gio' danh gia v4i vang tiém
nang cua mot cong thirc hay mot y twdng toan hoc vGi cac tng dung
thure tién.

Lich st cho thdy rang tat ca nhitng dot pha ngoan muc trong cong
nghé déu dwgc dan duong, thwong la trwdec hang thap ky, bédi nhitng
tién bo trong nghién citu thuan tdy. B&i vay, néu ching ta gidi han viéc
ung ho cho cac nghién ctu khoa hoc co ban thi ching ta dang gidi han
chinh tién bo va sttc manh ctia minh vay.

Viéc nay con c6 mot khia canh khac nita: xét trén pham vi mot xa
hoi, ching ta duwge xac dinh phan 16n dva trén cac nghién citu va doi
md&i khoa hoc. N6 1a mot phan quan trong trong nén van héa va phic
lgi xa hdi ctia ching ta. Robert Wilson, giam doc dau tién cia Phong
thi nghiém quodc gia Fermi, noi xay dung may gia toc hat 16n nhat trong
nhitng nam 1960, da néi lai diéu nay trong cudc diéu tran tai iy ban
lién hgp qudc hdi vé Nang lwgng Nguyeén tir nam 1969. Khi duwgc hoi
rang liéu c6 may nhiéu triéu do la nay c6 thé ho trg dwgc cho an ninh
quoc gia khong, 6ng noi: 4

Chi nén nhin nhan mét cong nghé dang phat trién vdi nhan quan sau rong, néu khong, né chi c6
thé c6 lién quan ma théi: ching ta c6 phai 1a hoa si, nha diéu khéc, nha tho vi dai khong? Y toi
la tat ca nhitng gi ma chiing ta thyc sy ton thd, va ton vinh trén dat nwdc nay, déu c6 lién quan
dén long yéu nudc. Theo nghia do, thi kién thitc mdi nay hét thay déu c6 lién quan dén sy ton
vinh va t6 qudc, nhung né khong lién quan trire tiép tdi viéc bao vé dat mrdc ma khién dat nwdc

nay dang dugc bao vé.

Anthony Tether, giam doc cia DARPA tr 2001 dén 2009, da nhan thay
tAm quan trong cta nghién citu khoa hoc co ban. Ong da yéu cau nhitng
chuyén vién quén ly du 4n cia minh tim ki€m mot dé tai toan hoc thuan
tiy kha thi. Mdt trong s6 ho, Doug Cochran, da rat nghiém tiic nhan
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yéu cau ndy. Ong c6 mot ngudi ban & quy Khoa hoc quéc gia (NSF) c6
ten la Ben Mann. La mot chuyén gia trong linh vyc topo hoc, Ben da
roi bd cong viéc hoc thuat va tdi Washington dé lam giam doc dv an &
phan vien Toan hoc cuia NSF.

Khi Doug dé nghi Ben giGi thiéu mét dé an dang quan tam trong
toan hoc thuan tiy, ong da nghi dén Chwong trinh Langlands. Du day
khong phdi la linh viec chuyén mén ctia minh, nhung Ben nhan thay
dwgc tam quan trong ctia n6 qua cac dé nghi tai trg giti dén NSF. Chat
lwgng cta dé an va thuc té thi chinh nhitng y twéng giong nhau lai lan
truyén qua cac nganh toan hoc khac nhau da gy an twgng manh mé
dén ong.

Do vay Ben dé nghi vGi Doug rang DARPA nén tng ho nhitng
nghién cttu trong Chuong trinh Langlands, va diéu d6 gidi thich tai sao
Kari, t6i, va hai nha toan hoc khac da dugc lién hé va dugc yéu cau viét
mot ban ké hoach du kién dé Doug trinh bay véi giam déc cia DARPA.
biéu duge ky vong & day la néu giam doc thong qua dé an do, chiing
toi sé nhan dvgc mot khoan tai trg lén t6i hang trieu do cho nhitng
nghién citu tryee tiép trong linh vire nay.

That long ma noéi, ban dau ching t6i hoi do dw. Pay la mot dia hat
chuwa tirng c6 tién 1é: trwude do ching téi chwa tirng thdy mot nha toan
hoc nao lai nhan dwgc mikc tai trg 16n dén vay. Thuwong thi cac nha toan
hoc nhan dwgc lwgng tai trg ca nhan twong doi nhé tir NSF (mot it tién
di lai, tro gitip hoc vién sau dai hoc, va c6 thé 1a ca hé trg cho ky heé). O
day chung to6i phai ph6i hop nhitng cong trinh cia hang ta cac nha toan
hoc v6i muc tiéu la tao ra dwgc mot no lwc chung trong mot linh virc
nghién cttu rong 16n. B&i vi mic tai trg rat 16n, ching t6i sé trd thanh
doi twgng bi soi xét nhiéu hon tir cong chiing, va c6 1€ 1a ca sy nghi ngo
va do ky tr cac dong nghiép. Chuing t6i nhan thay rang néu trong dé an
nay khong c6 duwgc nhitng tién bo dang chu y, thi ching toi sé bi nhao
bang, va mat that bai nhw thé c6 1€ sé khép lai canh ctra xin tai trg t
DARPA cho nhitng dé an toan hoc thuan tiy dang gia khac.
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Mac du béi roi, chiing t6i van mudn tao ra mot ddu an trong
Chuong trinh Langlands. Va lai y twdng thay thé dy an tai trg truyén
thong, bdo thu cho nghién cttu toan hoc bang mot khoan tai trg khong
16 cho mot linh viee day hita hen nghe that 16i cu6n va hap dan. Bon
gian la chung t6i khong thé tir chaéi.

Cau hoi ké tiép la chung téi nén tap trung vao dau trong dé an cuda
minh. Chwong trinh Langlands, nhw ching ta da biét, mang tinh da dién
va lién quan t&i nhiéu linh virc khac nhau cta todn hoc. That dé dé viét
nita ta cac dé xudt cho chu dé tong quat nay. Chung toi phai Iwa chon va
da quyét dinh tap trung vao thit ma chiing t6i cho la bi an 1én nhat: do
la mdi lién két tiém tang giita Chuwong trinh Langlands va nhitng do6i
ngau trong vat ly lugng tur.

Mot tuan sau, Doug trinh bay ban dé xuat ctia ching t6i v6i giam
doc ctia DARPA, va theo 10i ké ctia moi nguwoi, thi do 1a mot bai thuyét
trinh thanh cong. Giam doc da ky duyét khoan tién tai trg nhiéu triéu do
la cho dv 4n nay trong ba nam. Theo nhu t6i dugc biét, thi cho dén nay
day la mitc tai trg 16n nhat cho nhitng nghién citu trong toan hoc thuan
tiy. Hién nhién, nhitng ky vong vao dé an nay la rat 16n. Bé la thoi
diém cuc ky hao hitng, nhung van c6 nhitng lo lang.

That may man, Ben Mann chuyén tir NSF sang DARPA dé dam
nhan chitc vu quan ly dé an cda chiing t6i. Ngay tir nhitng buoi gap go
dau tién vGi ong, chiung toi thay ro rang Ben la nguwdi duy nhat co da
nang lyc cho cuong vi ndy. Ong cé tam nhin va sy diing cdm dé chap
nhan mot dé an rai ro cao/thanh céng 16n, tim kiém dugc ding nguoi
thue hién no, va gitp ho phat trién t6i da y twdng cia minh. Va chinh
long nhiét thanh dé 13y lan cta 6ng da tiép sinh lyc cho moi ngwdi xung
quanh. Chuing t6i thwe sy may man khi cé Ben lanh dao. Ching toi c6
1é da khong thé dat dwgc mot phan cda thanh qua sau nay néu khéng c6
st hwdng dan va ho trg ctia 6ng.
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Budc dau tién, toi giti email cho Edward Witten trinh bay vé khoan tai
trg va wvodm hoi xem ong c6 hirng thu tham gia v6i chung toi hay khong.
Vi vi tri doc ton cua Witten trong vat 1y va toan hoc, ching tdi can c6
ong tham gia cung. Than 6i, phan &ng dau tién ctia Witten lai 1a tr choi
mot cach khéo 1éo. Ong chiic mirng ching t6i di nhan dugc tai tro,
nhung cling néi rd rang minh cé nhiéu dé tai can lam, va ching t6i
khong nén tinh them ong vao lam gi.

Nhung that may, Peter Goddard, mot trong nhitng nha vat ly da
kham pha ra do6i ngau dién tir trong cac 1y thuyét chudn khong giao
hoan, lai sap trd thanh gidm doc vién Nghién cttu cao cap & Princeton.
Nhitng nghién citu gan day cta 6ng déu cé lién quan t6i biéu dién cia
cac dai s6 Kac-Moody, va béi vay, toi c6 dip gap Peter ¢ nhiéu hdi nghi
khac nhau.

To6i dac biét nhd rat rd vé mot trong cac budi gap go do. Bé la vao
thang 8 nam 1991, khi ching t6i dang dy mé6t héi thao 16n vé toan va
vat ly lwong ti tai Pai hoc Kyoto, Nhat Ban. Giita chirng hoi thao,
ching t6i nhan dwoc tin titc dong troi vé cudc dao chinh & Lién Xo. Co
vé nhu ché do doc tai da gianh lai dwgc quyén lwc, va su tw do bi gidi
han kiéu perestroika sé nhanh chéng quay tré lai. Biéu nay cé nghia la
.bién giGi sé bi dong lai, va do vay cé kha nang rat cao la t6i sé khong
thé gap gia dinh minh trong nhiéu nam t6i. Cha me t6i da goi dién ngay
cho t6i dé noi rang néu diéu do6 xdy ra thi toi cling dirng lo lang cho ho,
va du c6é chuyén gi di nita thi cling khong nén tim cach quay vé Nga.
Ngay sau khi néi 16i tam biét, chiing t6i déu chuan bi cho tinh hudng
xdu nhat. Tham chi, chiing t6i con khong biét sap t6i minh c6 thé néi
chuyén dugc vGi nhau qua dién thoai khong nira.

b6 la nhitng ngay day ndo dong. Mot dém, ban than cuda t6i, nha
vat ly Fedya Smirnov va t6i dang ngo6i trong phong chd nha khach, xem
chwong trinh truyén hinh Nhat Ban va c6 gang hinh dung chuyén gi
dang xay ra & Moscow. Nhitng nguwoi khac trong toa nha c6 vé nhw
dang ngu say. Dot nhién, khoang ba gio. sang, Peter Goddard buéc vao
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phong, v6i mot chai whisky Glenfiddich trén tay. Ong héi ching t6i vé
nhitng tin ti'c maGi nhat, va ching t6i cung ngéi uong. Sau do, ong di
ngt nhung nhan manh rang ching to6i c¢ gitr 1ay chai regu ma uéng -
mot ¢ chi dong vién rat lich thiép.

Mot ngay sau, cudc ddo chinh da bi danh bai, mot tin khién ching
toi vo cung nhe nhdm. Mot bitc anh cua t6i va Borya Feigin (anh cling
tham gia hdi thdo nay) cwdi twoi va tung nam dam vao khong trung
xudt hién trén trang nhat ctia Yomiuri, mot trong nhitng t@ bao hang dau
ctia Nhat.

Trong email gi cho Peter, toi goi nhac vé thoi ky do va noi véi
ong vé khoan tai tr¢ cia DARPA cho ching t6i. Toi ggi y rang chung
t0i muon t6 chitc mot cudc hoi thao tai vién Nghién citu cao cap dé maoi
cac nha vat ly va toan hoc téi chia sé vé Chuwong trinh Langlands va
nhitng d6i ngau trong vat ly, nham tim kiém nén tang chung, va nho
vay chung t6i c6 thé cung nhau giai quyét cau do ay.

Loi phtic dap cta Peter la diéu tuyét voi nhat ma ching t6i c6 thé
trong doi. Ong néi sé& tng hd hét minh trong viéc t6 chitc hoi thao. Vién
nghién cttu la dia diém hoan hdo cho mdt cudc gap gd nhuw vay. Bugc
thanh 18p nam 1930 nhu mot trung tam nghién ctru va tw duy doc lap,
vién da trd thanh nha cida Albert Einstein (6ng 4y danh 20 nam cudi doi
¢ do), cia André Weil, John von Neumann, Kurt Godel va nhiéu nha
khoa hoc 16i lac khac. Nhitng thanh vién hién tai cling xudt ching nhw
vay: do chinh la Robert Langlands, nguoi da trd thanh giao sw ¢ do tw
ndm 1972 (bay gid 1a gido sw cong huan), va Edward Witten. O d6 con
c6 hai nha vat ly khac la Nathan Seiberg va Juan Maldacena, lam viéc &
nhitng linh vire lién quan mat thiét véi vat ly lwgng tiw, va mot vai nha
toan hoc nhw Pierre Deligne va Robert MacPherson, dang tién hanh
nghién cttu vé cac chu dé gan lién vi Chuong trinh Langlands.

Thu tir trao doi cta t6i véi Goddard da mang lai két qua, ké hoach
cho mét cudc gap gd mang tinh khai pha sé dwoc té6 chitc vao dau thang
12 nam 2003. Ben Mann, Kari Vilonen, va toi sé dén Princeton, con
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Goddard cling hira sé tham dy. Chung toi moi ca Witten, Seiberg va
MacPherson; Mark Goresky, mot nha toan hoc khac @ Princeton, nguoi
cung dam trach dy an DARPA vai Kari va t0i, cung tham gia (chung toi
cling moi ca Langlands, Maldacena, va Deligne, nhung ho dang di cong
tac nén khong thé tham dv).

Cudc gap gb duwgc bo tri bat dau Iic 11 gio sang & phong hdi thao
bén canh quan an tyw phuc vu cua vién. Ben, Kari va t6i dén sém,
khodng 15 phut trede khi bat dau. Chwa c6 ai & dé ca. Vira lo lang di di
lai lai trong phong, toi vira nghi: “Liéu Witten c6 t6i khong nhi?” Ong
ay la khach m&i duy nhat khong xac nhan sy tham gia ctia minh.

Nam pht truede khi dién ra cudc gap, canh cita chot mé ra. Chinh
la Witten! D6 la thoi khac t6i biét rang moi diéu tot dep sé dén. Mot vai
phtt sau, nhitng ngudi khac cling dén. Chiing t6i ngoi quanh mot chiéc
ban 16n. Sau nhitng 16i chao héi va trao doéi ngan théng thuong, la su
im ldng; tat cA moi con mat déu hwéng vao toi.

“Cam on moi nguwoi da dén tham dy,” téi bat dau. “Chuing ta doi
khi biét rang Chuong trinh Langlands va doi ngau dién tit c6 mét so
diém chung. Nhung ching ta lai chwa c6 hiéu biét chinh xac vé nhitng
gi dang dién ra. T6i nghi rang da dén lic vén lén bitrc man bi mat nay.
Bay gio ching ta da c6 da nguon luc can thiét bai chiing ta da nhan
dwgc nguon tai trg hao phong tit DARPA dé ho trg nhitng nghién ciu
trong linh vyc nay.”

Moi nguoi quanh ban gat dau. Peter Goddard héi, “Cau thir dé
xuat xem chuing ta nén tiép can van dé nhu thé nao?”

Trudc bubi gap mat, Kari, Ben va toi da thir mét vai kich ban khac
nhau, do vay t6i chuan bi kha tot.

“T6i dé nghi chiing ta sé t6 chitc mot cudc hoi thao tai day, ¢ vién.
Toi sé moi cac nha vat ly lam viéc trong nhitng linh vyc lién quan va
ching ta sé sap xép dé cac nha toan hoc trinh bay nhitng hiéu biét hién
thoi lien quan t¢i Chuong trinh Langlands. Sau dé chung ta sé cung
thdo luan vé nhitng moi lién két c6 thé c6 vai vat 1y lvong ti.”
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Bay gio moi anh mat déu do6 dén vao Witten, canh chim dau dan
trong linh vie vat ly lwgng tir. Phan &ng ctia 6ng la téi quan trong. Cao
16n va bé vé, & Witten toat ra mot sirc manh tri tué vi dai, t6i mc ma
ding tredc ong, mot s6 ngwoi tré nén rat rut ré. Khi 6ng noi, nhitng
phat biéu cia 6ng déu cyc ky chinh xac va ro rang: c¢ nhw chiing 1a hé
qua cta mot thit logic khong thé bi pha v& vay. Ong khong bao gio do
dy ngtrng lai gidy lat, suy ngam vé cau tra 16i ciia minh. Nhitng lic nhw
thé, ong thwong nham mat lai va nghiéng dau vé phia trudc. Va dé
chinh la nhitng gi 6ng dang lam lic nay.

Tat ca chiing t6i déu kién nhan cho dgi. Pa gan mot phit troi qua,
nhung vai toi thi n6 nhw 1a vo tan vay. Cudi cung, Witten noéi, “Nghe c6
vé nhuw day la mét y twong tot. Thé cac anh dy dinh t6 chitc hoi thao
vao thoi gian nao?”

Ben, Kari va toi khong thé lam gi hon la nhin nhau. Witten da
dong y tham gia r6i, va day la mot thang lgi to 16n véi ching toi.

Sau khi thdo luan ngan gon, chiing t6i da chon duwgc ngay thang
phu hgp véi tat cd moi nguoi: tir ngay 8-10 thang 3 nam 2004. Sau dé
c6 nguoi héi rang thanh phan tham dy sé gom nhitng ai va ai la nguoi
bado cdo. Ching t6i nhac tdi mot s6 cai tén va dong y sé thong nhat
danh sach cudi cung qua email va sé gii ngay thw moi. Ro6i budi gap
mat két thic. N6 kéo dai khong tdi 15 phuit.

Khaéi phai néi, Ben, Kari va toi rat hai long. Witten da hita sé gitp
t0 chitc hoi thao (day rd rang la mot diéu hét sitc hap dan doi vdi cac
khach moi) va cling sé tham gia tich cwc. Ching t6i cling hy vong rang
Langlands, cling nhv nhitng nha vat ly hay toan hoc khac ¢ vién co
hitng tha véi chu dé nay sé tham gia. Muc tiéu dau tién caa ching t6i
thé la da hoan thanh.

Chi trong vai ngay, ching t6i da thong nhat danh sach nhitng
ngwoi tham dw, va mot tuan sau thi cac thw moi duge giri di. N6i dung
thw viét:
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Chung t6i viét thw nay dé mai 6ng/ba tham dy mot hoi thdo khong chinh thitc vé Chuong trinh
Langlands va Vat ly dugc t6 chitc tai vién Nghién citu cao cap tir ngay mung 8 dén mung 10
thang 3 nam 2004. Muc tiéu cta hdi thao nay la gidi thiéu v6i cac nha vat ly nhitng tién bo gan
day trong Chuwong trinh Langlands hinh hoc nham kham phéa nhitng mai lién két tiém an giita
chu dé nay va ly thuyét treong lwgng tr. Ching t6i du dinh sé b6 tri mot s6 bai giang gidi thiéu
cta cac nha toan hoc va sé danh nhiéu thdi gian cho thao luan. Hoi thdo nay dwgc t6 chirc véi

si tai trg cia DARPA.

Thuwong thi nhitng hoi thdo thé nay sé c6 khoang tir 50 téi 100 nguoi
tham dy. Nhitng gi thuong dién ra dé la bao cado vién sé trinh bay bai
giang trong khi moi nguwdoi lich sw ngéi lang nghe. Mot vai nguwdi tham
gia c6 thé dat cau hoi vao cubi bai bao cdo, va mot s6 khac co thé trao
doi riéng vGi bao cdo vién sau do. Chung toi thi muwong twgng cudc hoi
thdo nay sé hoan toan khac: mot sy kién s6i dong nhu thé nay, at han sé
c6 nhitng tranh ludn gay gat hon mdét hoi nghi thong thuwong. Béi vay
ching t6i muon c6 mot hdi nghi chuyén dé nhd, khodng 20 ngwoi thoi.
Chuing t6i hy vong nhu thé sé khuyén khich cac trao d6i mang nhiéu
tinh twong tac va chuyén tro thoai mai hon giita nhitng nguwoi tham gia.

Chtng t6i cting tham dy mot hoi thao kiéu thé nay lan dau vao
thang 11 nam 2003, & Pai hoc Chicago. C6 mot s6 it cac nha toan hoc
duwgc moi, trong dé c6 ca Drinfeld va Beilinson (ca hai nguwoi déu dugc
phong giao su tai Pai hoc Chicago vai nam truéc do). Hoi thdo do da
thanh cong va né chitng té rang hinh mau nhw thé c6 thé trién khai
duoc.

Chung t6i quyét dinh nhitng ngwoi thuyét trinh sé la Kari, Mark
Goresky va t0i, va ca mot cyu nghién cttu sinh cua t6i la David Ben-
Zvi, nguoi sau nay da tré thanh giado su tai Pai hoc Texas & Austin.
Chung t6i chia ndi dung trinh bay thanh bon phan, bén ngwoi ching t6i
moi ngwdi sé chiu trach nhiém thuyét trinh mét phan. Trong dd, chiing
toi dat muc tiéu sé phai chuyén tdi dugc nhitng y twdng chinh cta
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Chuong trinh Langlands cho cac nha vat ly, nhitng ngudi chwa quen
thudc vdi chua dé nay. D6 khong phai la mot nhiém vu dé dang.

DPé chuan bi cho hai thao, t6i muén hoc thém vé doi ngau dién tir.
Tat ca ching ta déu quen thudc véi luc dién va lyc tir. Lwe dién la luc
lam cho cac vat mang dién hiat hodc day lan nhau, tuy thudc dién tich
cta chung la trdi dau hay cung ddu. Chang han, mot electron cé dién
tich am va mot proton cé dién tich dwong (c6 gia tri d6i nhau). Lurc hit
gitta chiing la lwc khién cho electron quay quanh hat nhan nguyén tir.
Céc lyc dién tao ra cai goi la dién trwong. Tat ca ching ta déu tirng nhin
thay dién truong hoat dong khi c6 sét, dé la hién twgng xay ra do suw
chuyén dong cua luong khi am néng qua mot dién treong.
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Anh chup béi Shane Lear, tht vién anh NOAA.

Luc ti thi lai c6 m6t nguon goc khac. N6 la lwce dugce tao ra bai
nam cham hodc cac hat mang dién chuyén dong. Mot nam cham c6 hai
cwe: bac va nam. Khi ching ta dat hai nam cham véi cac cuc doi nhau
do6i dién nhau, ching sé hut nhau, trong khi véi cac cuc giong nhau thi
ching sé day nhau. Trai Pat la mot nam cham khéng 16, va khi ching
ta st dung la ban la ching ta da lgi dung lyc tir ma no tac dung. Bat cit
nam cham nao ciling tao ra mot tr treong, nhw ching ta cé thé thdy mot
cach ro rang @ birc anh dwai day.

Nam 1860, nha vat ly ngueoi Anh James Clerk Maxwell da phat
trién mot ly thuyét toan hoc cuwe ky dep dé vé dién trueong va tir treong.
Ong di mé ta chiing bing mot hé cac phwong trinh vi phdn ma ngay
nay mang tén 6ng. Ban c6 1& nghi rang cac phuong trinh nay sé rat dai
dong va phttc tap, nhung thuc té chiing lai kha don gian: ca thay chi c6
bon phuwong trinh, va trong ching déi xing mdt cach dang ngac nhién.
Hoa néu ching ta xét ly thuyét nay trong chan khéng (tic 1a, khong co6
sy hién dién cta bat ky vat chat nao) va hoan déi dién truong va tw
treong cho nhau thi hé phuwong trinh trén khong hé thay doi.” N6i cach
khac, viéc d6i cho hai trieong nay la mot doi xing ctia hé phwong trinh.
Va diéu do6 duogc goi 1a doi ngau dién tir. Biéu nay c6 nghia la mai lién
hé gitta dién trueong va tir trvong la doi xing: moi tredng anh hwdng tGi
treong con lai theo chinh xac cung mot cach.
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Ngay nay, nhitng phuwong trinh dep dé ctia Maxwell mo ta ly
thuyét dién tir co dién, theo nghia la ly thuyét nay van hanh tét & nhitng
thang kich thwéc 16n va nang lwgng thap. Nhung & nhitng thang kich
thuvdc nho va nang lwong cao, hai trvong nay lai dwgc mo ta bai ly
thuyét dién tw Iugng tir. Trong ly thuyét lvgng t, cac treong nay sinh
ra bai cac hat co ban, tic cac photon, twong tac véi nhitng hat khac. Ly
thuyét nay con dugc goi la ly thuyét truong lwong tir.

Pé tranh hiéu nham, t6i mu6én nhin manh rang thuat ngt “ly
thuyét treong lwgng t” c6 hai nghia khac nhau: theo nghia rong thi n6
nghia la ngon ngit toan hoc tong quat duwgc st dung dé mo ta hanh vi va
twong tac cda cac hat co ban; nhung né cting cé thé chi mot mé hinh cu
thé ctia nhitng hanh vi nhw vay chang han, 1y thuyét dién ti lwgng tir la
mot 1y thuyét treong lwgng tir theo nghia d6. T6i phan 16n sé st dung
thuat ngt nay theo nghia thit hai.

Trong bat ky ly thuyét (hay mé hinh) nao, mét s6 hat co ban (nhw
electron va quark) la cac vién gach cau thanh nén vat chat, va mot vai
hat khac (nhw photon) la cac hat truyén twong tac. Moi hat déu c6 nhiéu
ddc tinh khac nhau: moét vai dac tinh quen thudc, nhw khoi lwgng va
dién tich, s6 khac it quen thudc hon, nhv “spin”. Khi dé mot 1y thuyét
treong lwgng ti cu thé la mot “cong thire” t6 hgp ching véi nhau.

Thyc té thi ti “cong thitc” huwdng ching ta t6i mot sy twong tw
hitu ich: hay nghi vé mot ly thuyét trudng lwgng ti nhw mot cong thirc
nau an. Khi d6 cac thanh phan cia mén ma ching ta nau la nhitng
twong ty cta cac hat co ban, va cach ma ching ta hoa tron chiung véi
nhau cling giong nhw twong tac cta cac hat co ban vay.

Chang han, hday nhin céng thitc ché bién moén xip borscht cta
Nga, mOt mén an wa thich hang ngay cta t6i & qué nha. Me t6i luén
lam moén do6 ngon nhat (di nhién r6i!).

Du6i day la anh ctia mon an (do bo t6i chup):
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Di nhién, t6i phai gilt bi mat cong thirc ctia me t6i. Nhung day la
mot cong thirc ma toi tim thay trén mang:
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8 coc nuwde xuyt (bo hodc rau)
450 gam bap xwong bo cat lat
1 ca hanh to

4 cu cdi duong to, got vo

4 ¢t ca rét, got vo

1 ca chua to nau dé, got vd

2 chén cai bap cit nhé

3/4 cdc thi 1a twoi bam nhd
45 ml regu vang dé

1 coc kem chua

Mu6i

Tiéu

Hay twdng twgng day nhw la “thanh phan cac hat” trong ly thuyét
treong luwgng tir cia ching ta. Vay doi ngau sé mang y nghia nao trong
bdi canh nay? N6 don gidn dong nghia v6i hoan déi mdt vai trong s6

cac thanh phan (“cac hat”) véi cac thanh phan khac, ma van giit nguyén

dugc dung lwgng toan thé.

Duéi day la cach ma mot doi ngau nhuw thé c6 thé van hanh:

Cu cai duwong — carot
Cardt - cu cai duong
Hanh tay — ca chua
Ca chua - hanh tay
Mubi - tiéu

Tiéu — muoi

Tét ca cac thanh phan con lai van gilt nguyén dwdi tac dong cua

do6i ngau; tirc la

Nudc xuyt — nuwdc xuyt
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Bap xuwong bo — bap xwong bo

va V.v.

Do lwgng cac thanh phan ma ching ta hoan doi la nhw nhau, nén
két qua sé van la cing mét cong thirc! Pay chinh la y nghia cia doi
ngau. Trai lai, néu ching ta hoan déi cu cai dwong véi ca chua, ching
ta sé thu dwgc mot cong thirc khac: trong dé ching ta cé t6i bon qua ca
chua va chi c6 mot cu cai duwong. Toi chwa th no bao gio, nhung toi
doan la vi ctia n6é chac kinh khing lam.

Twr vi du nay cé thé thiy ro rang rang, mét doi xirng cia cong thirc
la mét tinh chat rat hiém hoi, tir d6 ching ta c6 thé hoc hoéi dwgce diéu gi
dé tr mén an nay. Thue té ching ta c6 thé hoan déi ct cai duong vdi ca
rot ma khong anh hwdng téi két qua, gitta 1a mon borscht rat can bang
gitta hai th nay.

Hay cung quay lai véi ly thuyét dién tir lwgng tr. Néi. rang c6 mot
do6i ngau trong ly thuyét nay nghia la c6 mot cach hoan doi cac hat dé
ching ta van thu lai duwgc cung mot 1y thuyét. N6i doi ngau dién tr ¢
day la ching t6i muon noéi rang tat ca nhitng thit “cé tinh dién” déu trg
thanh “c6 tinh ti*” va ngugc lai. Do vay, chang han, ‘mot electron (mot
twong ty cua cu cai duwong trong cong thirc lam mon xdp) mang dién
tich nguyén td, do vay n6 can dugc hoan doéi véi mot hat co ban mang
tir tich nguyén t6 (mdt twong ty cua ca rot).

Sy ton tai cia m6t hat nhw vay trai nguwgc vdi kinh nghiém hang
ngay cua ching ta: m6t nam cham ludn cé hai cuc, va ching khong thé
bi tach ra khéi nhau dwgc! Néu ching ta bé mot thanh nam cham thanh
hai manh, thi m6i mot manh ciing van sé c6 hai cyec.

Tuy nhién, sy ton tai cia mot hat co ban mang tw tich, goi la don
cuc tir, da duwoc tién doan bang 1y thuyét boi cac nha vat ly; chinh Paul
Dirac - cha dé caa vat ly luwgng ti - da dwa ra tién doan dau tién nam
1931. Ong da chi ra ring néu ching ta cho phép mot diéu gi dé ky quic
xay ra v0i tir truong 6 vi tri cia don cuc tr (day la cai ma cac nha toan
hoc goi la mot “ky di” caa tw treong), thi n6 sé mang tu tich.
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Tiéc thay, cac don cuc tir van chira duge thye nghiém phat hién,
do vay ching ta van chwa biét liéu n6 c6 ton tai trong ty nhién hay
khong. Néu chitng khong ton tai, thi mot doi ngau dién tir cling khong
ton tai trong tw nhién & thang lwong ti.

Vay la van chua thé biét chac chan diéu dé c6 ding hay khong.
Tuy nhién, chung ta c thi xay dyng mot ly thuyét treong lwgng tir gan
sat voi tw nhién va thé hién d6i ngau dién tir xem sao. Quay trd lai véi
can bép liic trwdc, chiing ta c6 thé thir “nau” nhitng ly thuyét méi co s@
hitu nhitng d6i ngau. Chung ta c6 thé thay doi cac thanh phan va so
lwgng cua ching trong cong thitc ma ching ta biét, bo di vai thi¢ trong
do, thém vao vai thit khac, v.v. Kiéu “nau nwéng thir nghiém” nay cé
thé lam bién do6i nhitng két qua. Co thé chung ta khong nhat thiét muén
“an” nhitng moén an twdng twgng dy. Nhung du cé an dwgc hay khong,
thi cling dang dé nghién citu nhitng tinh chat cta ching trong can bép
sang tao cua ching ta - ching c6 thé mang lai cho chiing ta mot so
manh moi vé cdc moén an kha di (chang han nhw cAc mo hinh c6 thé mé
ta dugc v tru cua chung ta).

Kiéu “xay dung m6 hinh” thir-sai nay chinh la con dwong dan t6i
nhitng tién b6 cta vat ly lwong t&r qua nhiéu thap ky (cling nhu trong
nghé thuat am thic vay). Va doi xitng la mot nguyén ly dan duwong day
sttc manh duwgc dung dé sang tao ra nhitng mo hinh nay. M6t mé6 hinh
cang doi xitng thi cang dé phan tich.

Luc nay, diéu quan trong can phai chid y la c6 hai loai hat co ban:
fermion va boson. Loai hat thi nhat 1a cac hat cau thanh nén vat chat
(nhu electron, quark, v.v.) va loai thtt hai la cac hat mang tuwong tac
(nhw 1a photon). Hat Higg kh6 nam bat méi dwgc kham pha gan day
trong may va cham Hadron 16n ¢ Geneva, ciing la mot boson.

C6 mot su khac biét co ban giira hai loai hat nay: hai fermion
khong thé dong thoi & cing mot “trang thai”, trong khi bat ky hat boson
nao ciing déu co thé. Bdi vi hanh vi ctia chitng 1a khac nhau can ban
nhw vay, nén trong mét khoang thoi gian dai cac nha vat ly cho rang bat
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ky doi xitng nao ctia mot ly thuyét truong lwgng t¥ cling phai bao toan
duoc sy khac biét do gitta cAc nhém boson va fermion - ma ty nhién da
cdm ching tron lan véi nhau. Nhung vao khoang gitta nhitng nam
1970, vai nha vat ly da dé xuat mot y tweng nghe c6 vé that dién ro: do
la mé6t kiéu doi xitng mdi c6 thé hoan doéi cac boson véi cac fermion.
N6 dugc dat tén thanh 1a siéu doi xitng.

Nhu Niels Bohr, mot trong nhitng cha dé ctua co hoc lvgng ttr, da
n6i mot cau noi tiéng vGi Wolfgang Pauli, “Tat cd ching to6i déu nhat tri
rang ly thuyét ctia anh that dién r6. Van dé chia ré ching toi do la liéu
né co dién ro6 tdi mic c6 co may tré nén dung dan hay khong.”

Trong truong hop siéu doi xing, ching ta van chwa biét liéu né c6
thuc trong ty nhién hay khong, nhung y twdng nay da trd nén phd bién.
Nguyén nhan la rat nhiéu van dé gay phién phitc cho cac ly thuyét
truong lwgng t thong thuwong déu bi loai bo khi siéu doi xing xuit
hién. Nhin chung cac ly thuyét siéu doi xitng déu dep dé va dé phan
tich.

Ly thuyét dién tir lwgng ti thi khong co tinh siéu doi xitng, nhung
né c6 nhitng mé rong siéu doi xirng. Ching ta thém vao mot so hat, ca
boson lan fermion, va nhg do ly thuyét thu duwgc sé biéu 16 1a siéu doi
xing.

Dac biét, cac nha vat ly da nghién citu phan mé rong cta ly thuyét
dién tr v6i mirc siéu doi xing toi da co6 thé. Va ho da chi ra rang, trong
ly thuyét mé& rong nay, doi ngau dién tir thie s ton tai.

Tém lai, ching ta van chwa biét c6 ton tai mot dang doi ngau dién
tr lwgng tr trong thé gigi thwc hay khéng. Nhung ching ta biét rang
trong mot m& rong cua ly thuyét siéu doi xing ly twdng hoa thi doi
ngau dién tir da dugc boc 10.

C6 mot khia canh quan trong cia d6i ngau nay ma ching ta van
chwa thao luan. Ly thuyét treong lwgng tr cia dién tir c6 mot tham so:
dé la dién tich, cta electron. N6 la mot s6 am, do vay chung ta ky hiéu
-e, v6i e=1,602.10° C. N6 rat nhd. Phan mé rong siéu doi xing cuc dai
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cta ly thuyét dién ti* c6 mot tham sb twong tw, ma ching ta ciing ky
hiéu la e. Néu ching ta thye hién doi ngau dién tir va hoan doi moi thi
mang dién tinh v6i moi thit mang tu tinh, chung ta sé thu dwgc mot ly
thuyét ma trong do6 dién tich cta electron sé khong phai la e, ma la 1/e.

Néu e rat nho thi 1/e lai rat 16n. Do vay, néu ching ta bat dau véi
mot thuyét c6 dién tich electron nho (nhw trong thé gigi vat ly cua
chung ta), thi ly thuyét d6i ngau sé c6 dién tich cua electron la rat 16n.

Qua la. diéu cyc ky dang ngac nhién! Theo cach hiéu ctia mén xup
ban dau, thi e 1a nhiét do cia mén xip. Khi ay doi ngau cé nghia la viéc
hoan do6i cac thanh phan nhw la ca rét va ct cai duong sé chuyén mot
mon borscht lanh thanh m6t mén borscht nong.

Suw nghich ddo nay cta e thyc té 1a mot khia canh then chét ctia doi
ngau dién tw, né c6 nhitng hé qua rat sau rong. Theo cach ly thuyét
treong lwgng ti dugce thiét 1ap, ching ta chi ¢6 thé nghién citu né tot
nhat v&i nhitng gia tri nho cta tham so, nhuw la e. Chung ta tham chi
cling khong biét truéc rang ly thuyét nay lai c6 nghia doi véi ca nhitng
gia tri 16n cta tham s6 d6. Boi ngau dién tir khong chi cho ching ta
thdy né cé y nghia, ma n6é con twong duwong véi ly thuyét cé gia tri
tham s6 nho. C6 nghia 1a ching ta c6 co may mo ta ly thuyét nay véi
tat ca cac gia tri cua tham s6. Diéu nay giai thich tai sao kiéu doi ngau
nhuw thé lai dugc coi la Chén Thanh cua vat ly lwgng tir.

Cau hdéi tiép theo la doi ngau dién tir c6 ton tai trong cac ly thuyét
trerong lwgng t khac ngoai 1y thuyét dién tir va cac mé rong siéu doi
xitng cua né hay khong?

Bén canh lyc dién va luc tir, nguwoi ta con biét dén ba luc khac
trong tw nhién: Iyc hap dan - ching ta déu biét va hiéu ro, va hai luc hat
nhan khac véi cai tén kha tran tuc la Ivc manh va luc yéu. Lyc hat nhan
manh la lyc gitt cac quark lai v6i nhau trong cac hat co ban nhu la cac
proton va neutron. Lic hat nhan yéu la lyc gay ra nhiéu qua trinh bién
doi ctia nguyén ti¥ va cac hat co ban, nhw phan rd beta cia nguyén t
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(phat ra electron va cac neutrino) va phan tng téng hop hydro tao ra
nang lwong cua cac ngoi sao.

Cac lyc nay duong nhw kha khac biét. Tuy nhién, cac ly thuyét cta
lwc dién tir, Iyc yéu va lvc manh hoa ra lai c6 diém chung ma chiing ta
goi chung la cac ly thuyét chuan (gauge), hay cac ly thuyét Yang-Mills,
dé vinh danh hai nha vat ly Chen Ning Yang va Robert Mills, nhitng
nguoi da viét mot bai bdo dot pha vé ching nam 1954. Nhw t6i da nhac
dén & dau chuwong nay, 1y thuyét chuan c6 mot nhém doi xing, goi la
nhom chudn. N6 la mot nhém Lie, d6i twgng ma ching ta nhac dén
trong chwong 10. Nhém chuan cua ly thuyét dién tir la nhém duoc gidi
thiéu & ngay phan dau cua cudn sach nay, nhém duong tron (con dugc
biét dén dudi cai tén SO(2) hay U(1). N6 la nhom Lie don gian nhat va
c6 tinh giao hoan. Ching ta biét rang rat nhiéu nhém Lie khong c6 tinh
giao hoan giéng nhw nhém SO(3)cac phép quay ctia mit cau. Y twéng
cta Yang va Mills la xay dung ly thuyét dién tir tong quat ma trong do
nhom dwong tron sé dugce thay thé bédi mot nhom khong giao hoan. Héa
ra cac ly thuyét chuan véi cac nhom chuan khong giao hoan lai mo ta
chinh xac cac lwc hat nhan manh va yéu.

Nhom chuan cua ly thuyét lyc hat nhan yéu la nhom SU(2). No la
nhom doi ngau Langlands do6i véi SO(3) va 16n gap 2 (ching ta da noi
vé no6 trong chwong 15). Nhém chuan cda lwe hat nhan manh dwgc goi
la SU(3).

Nhv vay céac ly thuyét chuan cung cap mot hinh thiéc luan phd
quat, mo ta ba trong s6 bon lyc co ban cta tw nhién (ching ta tinh gép
lwc dién va lyc tir nhw 1a hai phan cua mot luc dién ti duy nhat). Tuy
nhién, nhiéu nam sau nay, nguwdi ta nhan ra rang ching khong phai chi
la ba ly thuyét riéng biét ma thyc ra la cadc bd phan cia mot tong thé: c6
mot ly thuyét, thuwong duwgc goi la M6 hinh chuan, n6é bao gom ba lyc
riéng ré noi trén. Bai vay ching ta c6 thé goi n6 1a mot “ly thuyét thong
nhat” - ly thuyét ma Einstein da theo dudi nhung khong thanh cong
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trong suot 30 nam cudi doi (mdc du & thoi diem doé mdi chi c6 hai luc
dugc biét dén: lwc dién tr va lyc hdp dan).

Chiing ta da néi nhiéu vé tam quan trong cua y twdng thong nhat
trong toan hoc. Chang han nhw Chuong trinh Langlands 1a mot ly
thuyét thong nhat theo nghia 1a n6 mo td m6t pham vi rong 16n cac hién
twgng trong nhitng linh vire toan hoc khac nhau bang nhitng ngén ngir
giéng nhau. Y twéng xay dung mot 1y thuyét théng nhat tit mot s6 cac
nguyén 1y ban dau it nhat c6 thé la dac biét quyén rii trong vat ly, va
nguyén nhan ctia n6 that ré rang. Ching ta mong muodn dat dugc hiéu
biét toan dién nhat vé cach van hanh noi tai ctia vii tru va hy vong rang
ly thuyét t6i hdu - néu no6 ton tai - sé don gian va thanh nha.

Pon gian va thanh nha khong c6 nghia la dé dang. Chang han cac
phuong trinh cia Maxwell rat sau sac va ta can phai c6 nhitng noé luc
nhat dinh mdi hiéu dwgc chiing néi gi. Nhung ching lai don gian theo
nghia la cach hiéu qua nhat dé dién ta chan ly vé cac luc dién va tir.
Ching ciing rat dep. Cac phwong trinh cia Einstein vé hap dan va cac
phwong trinh cua 1y thuyét chuan khong giao hoan duwoc Yang va Mills
tim ra cing nhw vay. Mot ly thuyét thong nhat phai két hgp dugc tat ca
nhitng ly thuyét ay lai véi nhau, giong nhw mot ban giao hwdng dan két
cac am thanh cua nhitng nhac cu khac nhau lai vay.

Mo hinh chuan la mét budc theo hwdéng nay, va nhitng xac nhan
thy'c nghiém ctia n6 (bao gom ca kham pha méi day vé boson Higg) la
mot thang lgi. Tuy nhién, né chwa phai la ly thuyét t6i hau vé vii tru:
trirdc tién, né khong bao ham Iyc hap dan, lwc khé nam bat nhat. Ly
thuyét twong doi rong cta Einstein gitip cho ching ta hiéu rd vé lwc hap
dan theo kiéu 6 dién, titc la ¢ thang kich thidc 16n nhwng ching ta van
chwa c6 mot ly thuyét lwgng tir 6 thé kiém chitng bang thuc nghiém c6
thé mo ta lwc hap dan & thang kich thuwdc nhé. Tham chi néu ching ta
tap trung vao ba Iyc khac cua ty nhién, thi M6 hinh chuan van con dé
lai qua nhiéu cau héi chwa tra 10i dugce va khong gidi thich dwgc cau do
héc bua vé thit vat chat ma cac nha thién van da quan sat thay (cai goi
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la “vat chat t6i”). Do vay Mo hinh chuan chi m&i 1a mé6t phac thdo chwa
hoan thién ctia ban giao hwéng t6i hau.

C6 mot diém rat ro rang: ban phoi cudi cung cho ban giao hudng
t0i hau kia sé dwgc viét bang ngdn ngir toan hoc. Thurc t€, sau khi Yang
va Mills viét bai bdo noi tiéng gidi thiéu vé nhitng ly thuyét chuan
khong giao hoan, cac nha vat 1y sitng so nhan ra rang hinh thitc luan
toan hoc can thiét cho cac ly thuyét nay da dwgc cac nha toan hoc phat
trién tir hang thap ky trwdc, lai chang cé lién hé gi vGi vat ly ca. Yang,
nguwoi sau nay duwgce nhan giai thwdng Nobel, ké lai noi kinh ngac cua
minh qua nhitng dong sau:*

bay khong chi don thuan 1a niém vui. Ma con la nhiéu thit khac, sau sac hon: xét cho cung, thi
héi cai gi c6 thé bi an hon, céi gi c6 thé khién ta kinh ngac hon ngoai phat hién rang cau tric
cta thé gigi vat ly lai gan lién vdi cac khai niém toan hoc sau sac, cac khai niém dwgce phat trién

ttr nhitng suy tinh chi dira trén nén tang ly luan va vé dep cuia cac dang thirc?

Chinh Einstein ciing biéu 10 cam giac kinh ngac dé khi dat cau
héi*, “L.am thé nao ma toan hoc, xét cho ctung chi la san pham cta tw
duy con ngudi, doc lap vé6i kinh nghiém, lai phu hgp mot cach tuyeét voi
dén thé v&i nhitng doi twgng cuda thuc tai?”

Nhitng khai niém ma Yang va Mills st dung dé mo ta cac lyc caa
tw nhién xuat hién trong toan hoc sém hon béi vi ching ciling la tu
nhién trong hinh mau cua hinh hoc ma cac nha toan hoc phat trién tuan
theo logic noi tai ctia n6. Pay la mot vi du tuyét voi vé diéu ma mot
nguoi doat giai Nobel khac, nha vat 1y Eugene Wigner, goi la “tinh hiéu
qua dén phi ly cia toan hoc trong khoa hoc ty nhién”.22 Mdc du cac
nha khoa hoc da khai thac “tinh hiéu qua” nay trong nhiéu thé ky,
nhing nguwoi ta van chura hiéu duwgc la nguén goc cua né. Cac chan ly
toan hoc cé vé nhu tén tai khach quan doc lap vGi ca thé giGi vat chat
va bo nao con ngwoi. Khong con nghi ngd rang cac moi lién két ton tai
gitra thé gigi y niém toan hoc, thue tai vat 1y va y thiec 1a vo cling sau
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sac nén can phdi dugce kham pha sau hon nita. (Chiing ta sé no6i thém vé
diéu nay trong chwong 18.)

Chiing ta ciling can nhitng y twédng mdi dé tién xa hon véi M6 hinh
chuan. Mot trong nhitng y twédng nhw vay la siéu doi xitng. Viéc no co
hién dién trong vii tru ctia ching ta hay khéng la mot cha dé con gay
nhiéu tranh cdi. Cho dén gio, van chwa c6 dau vét nao cua né dugce tim
thay. Thuc nghiém la quan toa téi hau ctia mét ly thuyét, do vay chirng
nao con chwa dwgce chitng minh bang thywc nghiém, thi siéu doi xing
van chi la mot cdu trac ly thuyét, mac cho né c6 dep dé va quyén ri
nhuwong nao di nita. Nhung ngay cda khi siéu doi xitng khong hién hitu
trong thé gigi thyc, né van la mét cong cu toan hoc tién Igi ma ching ta
c6 thé st dung dé xay dung nhitng m6 hinh méi caa vat ly lwong ta.
Nhitng m6 hinh nay khong qua xa véi mé6 hinh chi phoi thé gigi vat ly
thye tai ctia ching ta nhung lai thwdng dé phan tich hon bai vi ching
bdc 10 bac déi xitng cao hon. Ching ta hy vong rang nhitng diéu ma
ching ta hoc dugc tir cac ly thuyét nay sé c6 lién quan dén cac ly thuyét
thue hon vé vii tru ctia ching ta, bat chap siéu d6i xitng c6 ton tai trong
no hay khong.

Ciing giong nhu ly thuyét dién tir c6 mot m@ rong siéu doi xing
toi da, cac ly thuyét chuan khong giao hoan ciing vay. Ngudi ta thu
dugc cac ly thuyét siéu doi xitng nay nhd tung thém nhiéu hat nita vao
cai hon hgp cii, gom ca boson va fermion dé dat dugc si can bang hoan
hdo kha di nhat gitta chitng. Khi d6 sé la tw nhién khi ta dat ra cau hoi:
cac ly thuyét nay liéu c6 s& hitu mot d6i ngau twong tw nhue doéi ngau
dién tir hay khong?

Hai nha vat ly Claus Montonen va David Olive da dwong dau véi
cau hoi nay vao cudi nhithg nam 1970.22 Xay dyng dwa trén mét cong
trinh trwdc do* cia Peter Goddard (giam dbc twong lai cia vién
Nghién citu cao cap), Jean Nuyts va David Olive, ho da di t&i mot két
luan gay strng sot: dung thé, c6 mot doi ngau dién tir trong cac ly thuyét
chuan siéu doi xitng khong giao hoan, nhung nhitng ly thuyét nay noi
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chung la khong ty d6i ngau, theo nhw cach cua ly thuyét dién tir. Nhw
da thao luan @ trén, néu ching ta thay thé tat ca nhitng gi mang dién
tinh b&i nhitng gi mang tr tinh va nguwoc lai trong ly thuyét dién tw, ta
van sé thu dugc mot ly thuyét y nhw vay, chi c6 diéu dién tich cda
electron sé€ bi nghich dao.

Nhung hoa ra néu ching ta ciing lam thé trong ly thuyét chuan
siéu doi xwng tong quat vdi nhém chuan G, ta sé thu duwge mot ly
thuyét khdc. N6 van sé la mét ly thuyét chuan, nhwng véi mot nhém
chuan khac (va cling cé tham so6 bi nghich dao, twong tw nhw dién tich
caa electron). Vay nhém chuan cua ly thuyét doi ngau kia la gi? Héa ra
no lai la “G, nhom dé6i ngau Langlands cia nhom G.

Goddard, Nuy ts va Olive kham pha ra diéu nay bang cach phan
tich chi tiét cac dién tich va tw tich trong ly thuyét chuan véi nhém
chuan G. Trong ly thuyét dién tw, ly thuyét chuan véi nhém chuan la
nhém dwong tron, ca dién tich lan tir tich déu c6 gia tri nguyén. Khi ta
hoan do6i ching, mét tap cac s6 nguyén sé dwgc hoan doi véi mot tap
cac s6 nguyén khac. Do vay, ly thuyét nay van gitt nguyén nhw cii.
Nhung ho cling chi ra rang, trong mot ly thuyét chuan tong quat, cac
dién tich va twr tich 1y gia tri & hai tap khac nhau. Ta hay goi ching la
Swva S . Chiing c6 thé dwgce biéu dién bang toan hoc qua nhém chuan G
(hién tai thi viéc m6 ta ching thé nao khong quan trong lam).!

Hoéa ra duwdi tac dong cua doi ngau dién tw, S tré thanh S va S tré
thanh S. Do vay cau hoi dat ra 1a c6 hay khong mot nhém G’ khac, ma
trong do thi S, trd thanh cai la S_trong G, con S thi trd thanh cai la S,
trong G (diéu nay phdi twong thich v&i mot s6 dit liéu phu dugce xac
dinh b&i G va G’). Viéc nhém G’ nhuw vay c6 ton tai hay khong la
khong hé hién nhién, nhung ho da chitng minh dwgc rang né ton tai va
dwa ra mot cach xay dyng nhém dé. O thoi diém 4y, ho khong biét ring
nhom G’ da duwgc Langlands xay dyng mot thap ky trwéc theo gan nhw
cung mot cach, mac du dong lyc thic day Langlands l1a hoan toan khac.
Nhém G’ nay chinh la nhém d6i ngau Langlands ‘G.
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Tai sao doi ngau dién tr lai dan t6i cung mot nhéom déi ngau
Langlands ma cac nha toan hoc da kham pha ra trong mét béi canh
hoan toan khac 1a mot cau héi 16n ma chiing t6i chuan bi giai dap trong
cuoc hoi thao & Princeton.
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Chuong 17
PHAT HIEN NHUNG KET NOI AN
GIAU

Céch thanh phd New York khodng mot gid tau hoa, Princeton trong
giong nhw mot thi tran ngoai 6 vung Pong-Bac dién hinh. Vién Nghién
cttu cao cap, dugc cong dong nghién ciru biét dén duwdi tén goi don gian
“Vién”, nam trong rung theo ding nghia den ctia né & ngoai vi cla
Princeton. Khu vyc xung quanh vién that yén tinh va dep nhu tranh vé:
tirng dan vit boi quanh nhitng hé nho, cac hang cay in béng xudng lan
nwdc phang lang. Vién gobm mot cum cac toa nha hai hodc ba tang,
mang phong cach dién hinh cta thap nién 1950, n6é téa ra mot khong
khi dam chat tri tué. Moi ngudi khong thé khong tan thuwdng lich st
phong phu cua né khi dao quanh nhitng hanh lang thinh ldang va thuw
vién chinh, noi Einstein va nhitng nhan vat kiét xudt khac tirng st dung.

bay la noi ching t6i da t6 chic hoi thao vao thang 3 nam 2004.
Madc du thong cdo rat ngan ngui, nhung moi nguwoi hudng ¢ng 10i moi
ma chung toi gui di vao thang 12 qua tich cwc. C6 khoang 20 nguoi
tham dv - do vay khi bat dau hoi théo, t6i dé nghi nhitng ngudi cé mat
lan lwot gidi thiéu vé minh. That la vugt qua sw mong dgi cua toi: ca
Witten va Langlands déu dang & d6, ngoi sat nhau, ca Peter Goddard va
vai dong nghiép tiw vién Toan va vién Khoa hoc tw nhién nita. David
Olive, tac gia cua bai toan Montonen-Olive va Goddard-Nuyts-Olive,
cling c6 mdt. Va di nhién la Ben Mann ciing tGi tham gia vGi chung toi.

Moi thit déu dién ra theo ké hoach. Ching t6i da thuat lai nhitng
nét co ban cua cau chuyén ma ban doc trong cudn sach nay: nguon goc
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cta Chuong trinh Langlands trong ly thuyét s6 va giai tich diéu hoa,
viéc chuyén qua nhitng duong cong trén cac truong hitu han, va réi sau
d6 qua cac dién Riemann. Ching t6i cling danh mot it thoi gian dé giai
thich cach xay dung cta Beilinson-Drinfeld va cong trinh cua téi véi
Feigin vé cac dai s6 Kac-Moody ciing nhut nhitng lién két ctia né véi
cac ly thuyét treong lwgng ti hai chiéu.

Khéng giong nhu nhitng cudc hdi thao thong thwong, & day cé rat
nhiéu y kién trao doi qua lai gitta ngudi trinh bay va thinh gia. Bé la
mot cudc hoi thao hét sitc s6i noi, vai nhitng cudc thao ludn van ti€p
tuc dién ra ti trong phong seminar cho t6i quan ca phé va ca lic quay
trd lai.

Trong sudt thoi gian 4y, Witten luén hoat dong vdi cong suat cao
nhat. Ong ngdi ¢ hang dau tién, cham chi ldng nghe, dit nhiéu cau hoi
va thudng thu hit dwgc sy chd y cia cac bdo cdo vién. Vao bubi sang
ngay thit ba, 6ng noéi vdi téi: “T6i muon trinh bay vao budi chiéu; toi
nghi minh c6 mét y twdng vé nhitng gi dang dién ra.”

Sau bita trra, ong dwa ra mot phac thao vé nhitng moi lién két cé
thé gitta hai cha dé. Do la sy khai dau cho mot ly thuyét maéi bac cau
gitta toan hoc va vat ly, thit 6ng va cac dong nghiép, sau dé la nhiéu
nguoi khac nita, da theo duoi ké tr do.

Nhu ching ta da thao luan, trong cot thit ba trén phién da Rosetta,
phién ban hinh hoc ciua Chuong trinh Langlands xoay quanh cac dién
Riemann. Tat cd nhitng dién nay la hai chiéu. Chang han nhu trong
chwong 10, mat cau - dién Riemann don gidn nhat - c6 hai toa do: kinh
d6 va vi do. Diéu do6 gidi thich tai sao né lai c6 hai chiéu. Tat ca cac
dién Riemann khac ciing c6 hai chiéu bai vi mot 1an can nhé tai moi
diém trong cling giong nhw mdt phan ctia mat phang hai chiéu, do vay
no6 c6 thé duge biéu dién bai hai toa do doc lap.

Mat khac, cac ly thuyét chuan, noi quan sat duge doi ngau dién tur,
dugc xac dinh trong khong-thoi gian bon chiéu. Bé bac cau noi giita hai
loai doi twong nay, Witten bat dau bang cach ap dung phép “rit gon so
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chiéu” cia mot 1y thuyét chuan bon chiéu tr bon xudng thanh hai
chiéu.

Phép rit gon sb chiéu thwe sy la mot cong cu tiéu chuan trong vat
ly: ching ta 1y xap xi m6t moé hinh vat ly bang cach tap trung vao mot
s0 bac tw do trong khi 16 di nhitng bac ty do khac. Chang han, gia st
ban dang bay trén mot chiéc may bay, va mot hanh khach, ditng & 16i di
gitra cac hang ghé dwa cho ban mot coc nwdc. BE don gian, gia st rang
chuyén dong ctia ban tay vi hanh khach d6 vuéng géc véi chuyén dong
ctia may bay. Van téc cia chiéc coc khi dy sé bao gom hai thanh phan:
thanh phan thit nhat la van téc cia may bay, con thanh phan thi hai la
van toc cda ban tay hanh khach dwa cho ban c6c nwéc. Nhung thanh
phan th nhat thi 16n hon thanh phan thi¢ hai rat nhiéu, do vay néu
ching ta mo ta chuyén dong ctia coc nwdc trong khong khi tir géc nhin
ctia mot ngwoi quan sat dirng yén duwdi mat dat thi chiing ta hoan toan
c6 thé loai bo thanh phan van téc thit hai va néi don gian rang chiéc coc
chuyén dong vGi cung van toc nhuw may bay. Béi vay ching ta c6 thé
quy gian mot bai toan hai chiéu bao gom hai thanh phan van téc xuong
con la bai todn mot chiéu &ng véi thanh phan van téc troi hon.

Trong toan hoc, phép rtt gon so chiéu dwgc hiéu nhu sau: ching ta
xét mot dang hinh hoc (hay mot da tap), la tich ctua hai dién Riemann.
O day “tich” c6 nghia 1a chiing ta xét mot dang hinh hoc c6 cac toa do
la hgp thanh twr cac toa do cta hai dang hinh hoc kia.

Mot vi du don gian hon, ta hay xét tich caa hai dwong thang. Moi
duwong thang c6 mot toa do, do vay tich sé co hai toa do doc lap. Do do
no6 la mot mat phang: moi diém trén mat phang dugce biéu dién bdi mot
cap toa do. Cac toa do nay la toa do trén hai duwong thang, hop lai véi
nhau.
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X

Ciing giong nhw thé, tich cia mét duwong thang va mot dwong tron
la mot hinh try. N6 cling c6 hai toa do, mot toa do tron va mot toa do
thang.
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Khi ching ta lay tich, so6 chiéu sé dugc cong lai. Trong cac vi du
trén, moi doi twgng ban dau la mot chiéu, va tich ctia ching la hai
chiéu. Pay la mot vi du khac: tich cia mot duwong thang va mot mat
phang la khong gian ba chiéu. S6 chiéu cian6la3 =2 + 1.

Twong tw nhuw vay, s6 chiéu cua tich hai dién Riemann la tong sé
chiéu ctia ching, tirc 1a 2 + 2 hay bang 4. Chiing ta c6 thé vé hinh dnh
ctia mot dién Riemann (chuing ta da tirng thay vai bic tredc dé), nhung
ching ta khong thé vé mdt da tap bon chiéu, do vay ta chi c6 thé nghién
cttu chiing vé mat toan hoc, bang cach st dung chinh cac phwong phap
chuing ta dung cho cac dang hinh hoc it chiéu hon, ma ta c6 thé dé dang
twong twong hon. Kha nang lam dwgc nhw thé ctia ching ta 1a mot minh
hoa tuyét voi cho st'c manh cua sy tritu twgng toan hoc, nhu ta da thao
luan trong chwong 10.

Bay gio, gia st rang kich thwdc ctia mot trong hai dién Riemann -
ma ta goi no la X - la cuc ky nhé so véi kich thuéc caa dién con lai, ma
ta sé goi la ). Khi d6 cac bac tv do hiéu dung sé tap trung & >, va
ching ta c6 thé mo td mét cach gan dung ly thuyét bon chiéu trén tich
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cua hai dién nay bang mot 1y thuyét trén )', ma cac nha vat ly goi la
mot “ly thuyét hiéu dung”. Khi dé ly thuyét nay sé la hai chiéu. Phép
gan dang nay sé tréd nén ngay mot chinh xac hon néu ching ta thu kich
thirdc ctia X moi lic mét nho dan, trong khi van bao toan hinh dang cia
né (chud y rang ly thuyét hiéu dung nay con phu thudc vao hinh dang
cta X). Do vay, ching ta c6 thé chuyén tir ly thuyét chuan siéu doi
xttng bon chiéu trén tich ctia X va ) xuong con ly thuyét hai chiéu xac
dinh trén ..

Trudc khi thao luan chi tiét ban chat cta ly thuyét nay, chung ta sé
giai thich y nghia cta ly thuyét treong luwgng ti n6i chung. Chang han,
trong 1y thuyét dién tw, ching ta nghién cttu dién truong va tw treong
trong khong gian ba chiéu. Cac nha toan hoc goi moi truong doé la mot
trwong vector. Mot twong ty hitu ich dé la truong vector mo ta bic
tranh vé gio: tai moi diém trong khong gian, gié thoi theo mot huéng
cu thé va c6 cuwong do cu thé - va né dugc thé hién bang mét doan
thang c6 huéng gan véi diém dd, cac nha toan hoc goi d6 1a mot vector.
Tap hop cac vector gan véi tat ca cac diém trong khong gian goi la mot
truong vector. Tat ca ching ta déu da thay gié dugc biéu dién nhw mat
treong vector trén ban doé thoi tiét.

Twong ty nhw vay, mot ti treong cling c6 mot hwdéng va cuwong do
& moi diém trong khong gian, nhw ban c6 thé thay trén hinh & trang
261. Do do no ciing la mot treong vector. Noi cach khac, chung ta co
mot quy tadc gan mot vector cho moi diém trong khong gian ba chiéu
cua chung ta. V1 vay, khong c6 gi dang ngac nhién khi cac nha toan hoc
goi mot quy tac nhuw thé la mot “anh xa” tir khong gian ba chiéu cuda
chuing ta t6i khong gian vector ba chiéu. Va néu chiing ta theo déi mot
tir treong da cho thay doi nhw thé nao theo thdi gian, ta sé thu dwgc mot
anh xa tir khong-thdi gian bon chiéu téi khong gian vector ba chiéu.
(Piéu nay cling giong nhu xem ban do thoi tiét thay doi thé nao theo
thoi gian trén ti vi.) Twong tw nhue vay, moi dién truong cho trudc, thay
déi theo thoi gian, cling cé thé duwgec m6 td nhw mot anh xa tir khong-
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thdi gian bon chiéu t6i khong gian vector ba chiéu. Ly thuyét dién tw la
mot ly thuyét toan hoc m6 ta hai anh xa nay.

Trong ly thuyét dién tr c6 dién, cdc anh xa duy nhit ma chung ta
quan tam la nhitng anh xa twong ng vdi cac nghiém cua hé phuong
trinh Maxwell. Trai lai, trong ly thuyét luvgng tt, ching ta nghién cttu
tat ca cac anh xa. Thyec té, bat ky tinh todn nao trong ly thuyét treong
lwgng ti cling bao gom viéc ldy tong tat ca cac anh xa kha di, nhung
moi anh xa lai c6 mot trong s6, titc 1a dwge nhan véi mot thira s6 da
duwgc quy dinh. Tat ca nhitng thtra s6 nay duwgc xac dinh theo mot cach
sao cho tat ca nhitng anh xa twong &ng v6i cac nghiém cta cac phuong
trinh Maxwell sé c6 dong gop troi hon, nhung cac anh xa khac cling c6
dong gop.

Cac anh xa tir khong-thoi gian vao cac khong gian vector khac
nhau xuat hién trong nhiéu ly thuyét treong lwgng t (chang han nhw
trong ly thuyét chuan khong giao hoan). Tuy nhién, khong phai tat ca
cac ly thuyét treong lugng tir déu dua trén cac vector. C6 mot 16p cac
ly thuyét treong lugng t, goi la cac moé hinh sigma, trong dé chiing ta
xét cac anh xa tww khong-thoi gian t6i mot dang hinh hoc hay da tap
cong. Pa tap nay goi la da tap dich. Chang han, n6 c6 thé la mot mat
cau. Mdc du cac mo hinh sigma dwgc nghién cttu tredc tién trong
treong hop khong-thgi gian bén chiéu, nhuvng mot mé hinh nhw vay
cling sé c6 y nghia néu ching ta coi khong-thdi gian 1a mét da tap véi
s0 chiéu bat ky. Do vay, ludén c6 mot mo hinh sigma cho bat ky sy lwa
chon da tap dich nao hay da tap khong-thdi gian nao. Chang han, ching
ta c6 thé chon mét dién Riemann hai chiéu cho khong-thgi gian cta
ching ta, va nhém Lie SO(3) la da tap dich. Khi d6 mo hinh sigma
twong ng sé mo ta cac anh xa tir dién Riemann nay tGi SO(3).

Hinh vé dwdi day mo td mot anh xa nhu vay: ¢ vé trai ching ta cé
mot dién Riemann, & vé phdi ta c6 mot da tap dich va miii tén biéu dién
mot anh xa gitta chiing; titc 1a c6 mot quy tac gan moi diém trén da tap
dich v6i moi diém trén dién Riemann.

https://thuviensach.vn



Trong mo hinh sigma c6 dién, ching ta xét cac 4nh xa tir khong-
thoi gian tGi da tap dich la nghiém cta cac phwong trinh chuyén dong
(twong ty cac phuong trinh Maxwell cua trvong dién tir); nhitng anh xa
nhu vay dwoc goi la anh xa diéu hoa. Trong mo hinh sigma lwgng t,
tat ca cac dai lwgng dugc quan tam, nhw cdc ham twong quan, dugce tinh
toan bang cach cong tat ca cac anh xa kha di lai, véi moi anh xa c6 mot
trong so, tirc la dwgc nhan véi mot thira s6 da dwgc quy dinh.

Hay quay trd lai véi cau héi ctia chiing ta: 1y thuyét treong lwgng ti hai
chiéu nao mo ta sy rit gon s6 chiéu cuaa mot ly thuyét chuan siéu doi
xitng bon chiéu vdi nhém chuan G trén XxX khi ta thu kich thwéc ctia X
lam cho n6 tré nén nhé? Hoéa ra ly thuyét nay lai la mot mé rong siéu
do6i xtrng ctia mo hinh sigma cac anh xa ttr z t&i mot da tap dich cu thé
M, dugc xac dinh bdi dién Riemann X va nhém chuan G cua ly thuyét
chuan ban dau. Ky hiéu danh cho né can phan anh dwoc diéu nay, do
vay ta ky hiéu no la M (X, G).k«

Hoa ra cling giong nhu treong hop véi ly thuyét nhém trude day
(xem chwong 2) khi cac nha vat ly vieéng phai nhitng da tap nay, ho déu
phat hién ra rang cac nha toan hoc da dén truwdc ho. Thuyc t€, nhitng da
tap nay dugc goi la khong gian moduli Hitchin, dat theo tén nha toan
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hoc nguoi Anh Nigel Hitchin, giao sw cua Pai hoc Oxford, nguoi da
gidi thiéu va nghién cttu nhitng khong gian nay vao khoang gitta thap
nién 1980. Mac du ly do dé mét nha vat ly quan tam t6i nhitng khong
gian nay la kha ro rang - chiing xuat hién khi ching ta thyc hién phép
rat gon s6 chiéu cua mot ly thuyét chuan bon chiéu - nhuwng hién nhién
c6 rat it Iy do dé mét nha toan hoc quan tam téi cac khéng gian nay.

That may man, Nigel Hitchin da ly giai chi tiét vé lich st kham
pha cta 6ng,"2 va n6 thue sy la mot vi du tuyét voi cho moi twong tac
qua lai day tinh té giita toan hoc va vat ly. Vao cudi thap nién 1970,
Hitchin, Drinfeld cung hai nha toan hoc khac la Micheal Atiyah va Yuri
Manin, da nghién ctu cac phwong trinh instanton, thi cac nha vat ly
cling vap phai khi nghién cttu nhitng ly thuyét chuan. Cac phwong trinh
nay duwgc xac dinh trong mot khong-thoi gian bon chiéu phang. Hitchin
sau do da nghién citu cac phuong trinh vi phan trong khong-thoi gian
ba chiéu phang, goi la cac phwong trinh don cuc, thu duge bang phép
rat gon sb chiéu cta cac phwong trinh instanton, tt bon xudng ba chiéu.
T quan diém vat ly thi nhitng phwong trinh nay rat tha vi, va ching
héa ra lai c6 mét cau tric toan hoc rat hap dan.

Do vay s€ la hoan toan tw nhién khi ta xem xét cac phwong trinh vi
phan thu dugc nho rat gon nhitng phwong trinh instanton tiv bon xudng
con hai chiéu. Tiéc thay, cadc nha vat ly nhan thay rang nhitng phwong
trinh nay lai khong hé c6 nghiém khong tam thuong trong khong gian
hai chiéu phang (ttc la trén mat phang), do vay ho khong theo dudbi
chiing xa hon nita. Tuy nhién, cai nhin sau sac caa Hitchin la & cho céac
phuwong trinh nay c6 thé dwoc viét trén bat ky dién Riemann cong nao,
chang han nhw la bé mat ctia mot chiéc banh donut. Cac nha vat ly da
khong tinh dén diéu nay, bdi vi & thoi diém dé (tirc vao dau nhitng nam
1980) ho khong dac biét hitng thu vdi cac ly thuyét truong luwgng i
trén nhitng mat cong nhuw vay. Nhung Hitchin thdy rang, vé mat toan
hoc cac nghiém trén nhitng mét nay lai rt phong phi. Ong dwa vao
khong gian moduli M (X, G) nhu la khong gian nghiém cua nhitng
phuong trinh nay trén mot dién Riemann X (trong trwong hop nhém
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chuan G)*. Ong thdy ring n6 1a mot da tap dang chi ¥; cu thé 1a n6 s&
hitu mét “metric siéu Kahler”, mot metric ma vao lic dé ngudi ta biét
rat it vi du vé n6. Va nhitng nha toan hoc khac da tiép buéc ong.

Khodng mudi nam sau, cac nha vat ly bat dau hiéu dugc tam quan
trong cda nhitng da tap nay trong vat ly lwgng tt, nhung moéi quan tam
dé khong thuc sy pho bién cho t6i khi xuat hién cong trinh ctia Witten
va cong sy ma t6i vira mo tad. (Cling that thd vi khi ta nhan thdy cac
khong gian moduli Hitchin, ban dau xuat hién trong cot bén phai trén
phién da Rosetta cia André Weil, gan day lai dugc ttng dung vao
Chuong trinh Langlands ¢ cot gitra, trong do dong vai tro cua cac dién
Riemann la nhitng duong cong trén cac truong hitu han#).

Sy twong tac gitta toan hoc va vat ly la mot qua trinh hai chiéu,
trong d6 moi mot linh vue lai 14y y twdng va truyén cam hitng cho linh
vire kia. O nhitng thoi diém khac nhau, mot trong hai linh vire d6 c6 thé
dan dau trong viéc phat trién mot y twdng cu thé va chi nhwong cho cho
linh vye kia khi tiéu diém da thay déi. Nhung xét tong thé thi hai linh
Virc nay twong tac theo mot vong tron anh hwdng qua lai tuan hoan.

Bay gio, sau khi da duwgc trang bi nhitng nhan thitc sdu sac tir ca cac
nha toan hoc lan vat ly, ta hay thit 4p dung d6i ngau dién tir vao ly
thuyét chuan bon chiéu véi nhom chuan G. Ching ta sé thu dugc ly
thuyét chuan véi nhém chuan ‘G, titc nhém doi ngau Langlands cuia G.
(T6i xin nhac lai rang néu chuing ta 4p dung doi ngau nay hai lan, chiing
ta sé thu lai dwgc chinh nhém G. N6i cach khac, nhom d6i ngau
Langlands cta ‘G chinh 1a G.) Mo hinh sigma hiéu dung hai chiéu trén
¥, gan vGi G va ‘G, khi do sé la twong duwong, hodc doi ngau vaGi nhau.
DP6i véi mo hinh sigma, d6i ngau loai nay dugc goi la déi xitng guong.
Trong mot mo hinh sigma, ta xét cac anh xa twr X t¢i khong gian moduli
Hitchin M (X, G) twong &ng vai G; trong mo hinh sigma khac chung ta
xét cac anh xa tr ¥ t6i khong gian moduli Hitchin M (X,'G) twong Gng
voi ‘G. Xét vé mat tién nghiém, hai khong gian moduli Hitchin nay va
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cac mo6 hinh sigma ctia chiing, khéng c6 gi lién quan dén nhau ca, do
vay, doi xitng guong giita chiing cling dang ngac nhién nhw la déi ngau
dién tir gitta cac ly thuyét chuan bon chiéu ban dau vay.

Moi quan tdm cua cac nha vat ly doi vGi nhitng mo6 hinh sigma hai
chiéu kiéu nay dwgc thic diy m6t phan bdi vai trd quan trong cua
ching trong ly thuyét day. Nhu t6i da nhac dén trong chwong 10, ly
thuyét day thira nhan tién dé noi rang cac vién gach co ban cda ty nhién
khong phdi 1a cac hat diém (tirc 1a khong c6 hinh hoc noi tai va do vay
c6 so chiéu bang 0), ma la cac doi twgng quang tinh mot chiéu goi la
day, c6 thé hé (m@d) hodc déng (khép kin). Day hé thi cé hai dau mut
con day déng thi nhv mot vong nho, rat giéng vdi cac vong ma ta da
gdp trong chuong 10.

Y twéng cua ly thuyét day 1a & ché: dao dong ctia cac soi day cuc
ky bé nhé nay khi chuyén dong trong khong gian sé tao thanh cac hat
co ban va lyc gitta chung.

Cac mo hinh sigma buéc vao ly thuyét day ngay khi chiing ta bat
dau xem xét cac day chuyén dong thé nao. Trong vat ly co ban, khi mot
hat diém di chuyén trong khong gian, quy dao ctia né la mot duwong mot
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chiéu. Vi tri ctia hat & cac thoi diém khac nhau dwgc biéu dién bang cac
diém trén duong nay.

Tuy nhién, néu mot day dong chuyén dong, thi chuyén dong cda
no6 sé quét thanh mot mat hai chiéu. Bay gio vi tri ctia ddy ¢ moi thoi
diém cu thé la m6t vong trén mat nay.
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Cac day ciling c6 thé twong tac vdi nhau: mot day co thé “tach”
thanh hai hodc nhiéu hon, va cac phan dugc tach ra nay ciing c6 thé
hgp lai véi nhau, nhw dugce chi ra & hinh dwéi day. Biéu nay cho ching
ta mot dién Riemann tong quat hon vdi s6 “16” bat ky (va vdi nhitng
dwong tron bién). N6 dugc goi la mat vii tru caa day do (twong ty nhw
dwong vii tru cta hat diém - ND).
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Mot quy dao nhw vay c6 thé duge biéu dién bdi mot dién Riemann

¥ nhiing trong khong-thoi gian S va do vay ciling dugc biéu dién béi
mot anh xa tir ¥ t6i S. Po6 chinh xac 1a loai 4nh xa xudt hién trong mo
hinh sigma trén ¥ v6i da tap dich la S. Tuy nhién, bay gio moi thit bi
dao 1on: khong-thoi gian S bay gio la da tap dich cia m6 hinh sigma
nay - tic la tap dich cda cac anh xa - chi khong phai tap nguon cta
ching, ngugc véi cac ly thuyét truong lwgng tir thong thwong, nhw ly
thuyét dién tir, chang han.

Y twdng cta thuyét day 1a bing cach thuc hién cac tinh toan trén
nhitng m6 hinh sigma nay va cong tit ca cac két qua theo nhitng dién
Riemann X kha di (tttc 1a theo tat ca nhitng duwong truyén kha di caa cac
day trong mot khong-thoi gian cd dinh S)* ching ta c6 thé tai tao lai
vat ly ma chung ta quan sat duoc trong khong-thoi gian S.

That khong may, ly thuyét thu dwgc lai vap phai mot s6 van dé
nghiém trong (ddc biét, n6 cho phép sy ton tai cua cac “tachyon”, titc
cac hat co ban chuyén dong nhanh hon anh sang, von khong duoc
thuyét twong doi cta Einstein thira nhan la c6 toén tai). Tinh thé dugc
cdi thién hon han néu ching ta xét mot m@& rong siéu déi xing cta ly
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thuyét day. Khi do, chung ta thu dugc ly thuyét siéu ddy. Nhung mot lan
nita, lai ndy sinh van dé: héa ra ly thuyét siéu day chi nhat quan vé mat
toan hoc néu khong-thgi gian X ctia ching ta ¢6 mwoi chiéu, diéu that
ky quac véi thé gigi ma chung ta quan sat dwgc la chi cé bon chiéu (ba
chiéu khéng gian va mét chiéu thoi gian).

Tuy nhién, c6 thé thé gigi ctia ching ta thuce sy la mot tich, theo
nghia da giai thich & trén, cia khong-thgi gian bon chiéu quan sat dwoc
va mot da tap sdu chiéu M rat nhé, nho tdi mirc khong thé nhin thay
dwgc qua nhitng cong cu hién cé. Néu vay, ching ta sé roi vao mot tinh
thé twong tw v6i s rit gon so chiéu (tir bon xudng hai) nhw da théao
ludn & trén: ly thuyét mwoi chiéu sé lam ndy sinh mot 1y thuyét bon
chiéu hiéu dung. Hy vong rang ly thuyét hiéu dung nay sé mé ta duwoc
vii tru cta ching ta, va dac biét hon, né bao gom dwgc cda Mo hinh
chuan cling nhw ly thuyét hap dan lwgng tir. Hita hen vé sy thong nhat
tiém tang cua tat ca cac lyc da biét trong tw nhién la nguyén nhan chinh
dé ly thuyét siéu day dwoc nghién cttu rong rai dén thé trong nhitng
nam gan day.*

Nhwng ching ta c6 mét tré ngai nho: M la da tap sau chiéu nao?

bé danh gia van dé nay da gay nan long dén thé nao, va dé lam
can cit thdo luan, ta hdy gia st rang ly thuyét siéu day nhat quan vé mat
toan hoc chi véi sau thay vi muwoi chiéu. Khi do sé cé hai chiéu du, va
ching ta sé phdi tim mdt da tap hai chiéu M. Trong trwong hgp nay, sé
khong c6 nhiéu lvya chon: M phai la mot dién Riemann, ma nhu ta biét,
dwgc dac trung bdi giong cua no, tic la s6 cac “16”. hon nita, hoa ra dé
ly thuyét nay van hanh dugc, da tap M phéi théa man thém vai tinh
chdt; chang han nhw n6 phai la da tap Calabi-Yau, tén goi nay la dé
vinh danh hai nha toan hoc, Eugenio Calabi va Shing-Tung Yau, nhitng
nguwoi dau tién nghién citu cac khong gian nhw vay vé mat toan hoc
(nhiéu nam trwdc khi cadc nha vat ly quan tam t&i chu dé nay, t6i cling
phai néi thém nhw vay).X! Dién Riemann duy nhat c6 tinh chat nhw thé
la hinh xuyén. Do vay, néu M c6 hai chiéu, ta cé thé xac dinh dugc no6 -
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n6 phai la mot mat hinh xuyén."2 Tuy nhién, khi s6 chiéu cua Mitang
1én, thi s6 kha nang kha di cling tang 1én theo. Néu M c6 sau chiéu, thi
theo mé6t s6 danh gia, cé tdi 10 Iwa chon - mét con s6 16n khong thé
twong twgng noi. Cai nao trong s6 nhitng da tap sau chiéu nay duwgc
thue hién trong vii tru ciia ching ta va lam thé nao dé kiém chitng duwoc
diéu nay bang thyc nghiém? Pay la mot trong nhitng cau hdi cot 16i cia
ly thuyét day van chwa cé cau tra 1oi.2

Trong moi trwong hop, tir thdo luan nay ta nhan thay ré rang cac
mo hinh sigma déng mot vai tro rat quan trong trong ly thuyét siéu day,
va thuc té doi xitng guwong cua cac mo hinh dy cé thé truy nguyén dén
mot doi ngau trong ly thuyét siéu day. Cac mo hinh sigma ciing c6
nhiéu ng dung ngoai ly thuyét day. Cac nha vat ly da nghién cttu tat ca
ching cuc ky chi tiét, ngoai mo hinh sigma chita da tap dich M sau

chiéu .=

Vay nén, khi Witten phat biéu tai hoi thdo ctia ching t6i nam 2004, ban
dau ong ap dung k¥ thuat nit gon sé chiéu (tir bon xudéng con hai), dé
rat gon d6i ngau dién tr cua hai ly thuyét chuan (v6i cac nhém chuan la
G va "G) vé doi xirng gwong cua hai mé hinh sigma (véi dich la cac
khong gian moduli Hitchin gan v&i hai nhom déi ngau Langlands G va
*G). Sau do, ong dat cau héi: liéu ching ta c6 thé két ndi doéi xing
guong nay voi chuong trinh Langlands hay khong?

Cau trd 10i ma ong dé nghi rat quyén ri. Thwong thi, trong cac ly
thuyét truong lwgng ti, ching ta nghién cttu cdc ham twong quan mo ta
twong tac gitta cac hat; chang han, mot ham nhw thé cé thé dugc st
dung dé mo6 ta xac suat mot hat nao do xuat hién tir va cham cua hai hat
khac. Nhung hoa ra hinh thitc luan cta ly thuyét treong lwong tor lai
linh hoat hon rat nhiéu: ngoai cac ham nay ra con c6 nhiéu doi twong
khac tinh té hon hién dién trong ly thuyét, ching twong tw nhw “cac bo”
ma chuing ta da thdo luan & chwong 14 trong moi lién hé vai tiw dién
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Grothendieck. Nhitng doi twgng nay cé tén la “D-mang” hay don gian
la “mang”.

Cac mang - brane - c6 nguon goc tir Iy thuyét siéu day va tén goi
ctia né it gon tr “membrane”, tiéng Anh c6 nghia mang. Nhitng mang
nay ndy sinh moét cach ty nhién khi chiing ta xét chuyén dong cta cac
day mé trong mot da tap dich M. Cach don gian nhat dé mé ta vi tri hai
dau mut cia mot day ma la quy dinh mot dau ctia day phai thuoc mot
tap con cu thé (B,) cia M va dau con lai thudc vao mot tap con khac
(B,). Biéu nay dwgc minh hoa trén hinh duwéi day, trong d6 duwong cong
manh biéu dién ddy mé& vé6i hai dau mit, mot nam trong B, va mgt ndm

trong B,.

Theo cach nay, cac tap con (hay chinh xac hon, la cac da tap con)
B, va B, tré thanh hai d6i twgng chinh trong ly thuyét siéu day, va trong
mo hinh sigma twong ng. Nhitng tdp con nay la nguyén mau cta cac
mang tong quat xuat hién trong cac ly thuyét trén.

boi xitng gwong gitta hai m6 hinh sigma lam ndy sinh mot moi
lién hé gitta cAc mang trong hai mo hinh sigma nay. Sy ton tai cia moi
lién hé d6 da dwgc nha toan hoc Maxim Kontsevich dé xuat vao giita
thap nién 1990 dudi tén goi “d6i xitng gwong dong diéu”. N6 da dugc
nghién cttu rong rai bdi ca cac nha vat ly va cac nha toan hoc, dac biéet
la trong thap nién trudc.
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Y twéng chinh trong béo cdo ctia Witten tai Princeton 1a d6i xting
guwong dong diéu nay phdi twong dwong v6i quan hé Langlands.

Lic nay, diéu quan trong can lru y 1a nhitng mo hinh sigma xuat
hién dwai hai dang, goi la “A-m6 hinh” va “B-mo6 hinh”. Hai loai mo
hinh sigma ma ching ta dang xem xét thyc ra lai khac nhau: néu mo
hinh v6i da tap dich la khong gian moduli Hitchin M (X, G) thi no6 la
loai A, con mo hinh vaéi da tap dich la khong gian moduli Hitchin M (X,
'G) thudc loai B. Twong ng nhu vay, cdic mang trong hai ly thuyét lan
lwgt duwge goi la “A-mang” va “B-mang”. Dwdi tac dong ctia doi xing
guong, véi moi A-mang trén M (X, G) sé c6 m6t B-mang trén M (X,
*G) va ngugc lai.2
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bé thiét 1ap moi quan hé Langlands hinh hoc, chiing ta can gan
mot bo ti dang cau véi moi biéu dién ctia nhém co ban cua X trong ‘G.
Duwdi day la phac thdo so lwgc dé xuat ctia Witten dé xay dung moi
quan hé dé bang cach st dung doi xitng guwong:

Mot biéu dién ctia nhém co ban cia X trong "G
— Mot B-mang trén M (X, G)

- D0i xitng guong

- Mot A-mang trén M (X, G)

— Mot bé ti dang cdu trén khong gian moduli ctia cac G-phan thé trén X

Mac du van con nhiéu chi tiét phai stta doi cho tron tru, bao céo
ctia Witten van la mot buwdc dot pha; né chi ra mét con dwong rd rang
dé thiét 1ap moi lién két gitta doi ngau dién tir va Chwong trinh
Langlands. Mot mat, n6é mang tdi dia hat ctia toan hoc hién dai mot loat
nhitng y twéng mdéi ma cac nha toadn hoc chwa nghi dén (r6 rang la
khong lién quan véi Chuong trinh Langlands hinh hoc) nhu: pham tru
cac mang, vai tro ddc biét cia khong gian moduli Hitchin trong
Chuong trinh Langlands, va moi lién két gitta A-mang va cac bo tu
dang cau. Mat khac, moi lién két nay cling cho phép cac nha vat ly st
dung kién thitc va cac y twéng toan hoc dé c6 hiéu biét tién bo vé vat 1y
lwong tu.

Trong hai nam ké ti€p, Witten, cong tac véi Anton Kapustin, mdt nha
vat ly goc Nga lam viéc & Caltech, da cong bo nhitng chi tiét trong dée
xuat ctia 6ng. Bai bdo ctia ho® vé cha dé nay (dai 230 trang) xuat hién
vao thang 4 nam 2006 tré thanh tin gidt gan cd trong cong dong toan
hoc lan vat ly. Poan mé dau bai bao nhac dén rat nhiéu khai niém ma ta
da thao luan trong cudn sach nay.
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Chwong trinh Langlands cho cac treong s6 thong nhat rat nhiéu két qua c6 dién va duong thoi
trong ly thuyét s6 dong thdi ciing 1a mot dia hat nghién citu rong 16n. N6 c6 mot twong tw doi
v6i cac duwong cong trén treong hitu han, do6 ciing la cha dé cho rat nhiéu cong trinh ndi tiéng.
Ngoai ra, phién ban hinh hoc cia chwong trinh Langlands cho cac duwong cong cling duwgc phat
trién rat manh, ca cho duwdng cong trén mot trudng déc s6 p va cac dién Riemann phitc thong
thwong... M6i quan tam chinh cta ching t6i trong bai bao nay la vé chwong trinh Langlands
hinh hoc cho céac dién Riemann phitc. Muc dich ctia ching toi la chi ra xem chwong trinh nay
c6 thé dugc hiéu nhw mot chwong trong 1y thuyét treong lwgng ti nhw thé nao. Khéng doi hoi
ban can phai quen thugc vdi Chwong trinh Langlands hinh hoc; thay vao d6 chiing t6i gia dinh
rang ban c6 hiéu biét vé cac chu dé nhw cac ly thuyét chuan siéu déi xirng, doi ngau dién-tir,
nhitng m6 hinh sigma, d6i xitng gwong, mang va ly thuyét truong topo. Cha dé cua bai bao nay
nham chi ra rang khi nhitng thanh phan vat ly quen thudc kia duwgce 4p dung vao ding van de,

Chuong trinh Langlands hinh hoc sé ndy sinh mdt cach tw nhién.

Sau dé, trong phan nhdp moén, Kapustin va Witten da ghi nhan
cudc hdi thdo cua ching toi & vién Nghién cttu cao cap (cu thé la bai
bao cdo ctia David Ben-Zvi, hoc tro cii caa t6i) la diém khai dau cho
nghién ctu cua ho.

Trong phan chinh cua bai bao, Kapustin va Witten da phat trién xa
hon nhitng y twéng ma Witten tirng phat biéu trong budi hoi thdo &
Princeton cda ching t6i. Pac biét, ho da lam sang té cau tric cia cac
A-mang va B-mang ndy sinh trong bitc tranh dé, doi xitng guong gitta
ching va mai lién két gitta nhitng A-mang vdi cac bé ty dang cau.

Dbé giai thich két qua cia ho, chiing ta hay bat dau v&i mot vi du
don gian hon cda doi xirng guong. Trong cong trinh cua Kapustin va
Witten, doi xitng guong la doi xing gitta hai khong gian moduli
Hitchin va cac mo hinh sigma twong ng. Nhung bay gio chung ta hay
thay thé mot trong nhitng khong gian moduli d6 bang m6t mat xuyén
hai chiéu.

Mot mat xuyén nhw vay cé thé dugc coi la tich caa hai dwdng tron.
That vay, mang lu6i ¢ birc tranh duw6i day da giai thich ro rang tai sao
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xuyén lai tréng nht mét chudi hat cwom.

e Ty

Pong vai tro cac hat cwom la cac vong tron thang dirng trong lwdi,
con vai tro cda sgi day chuyén xau cac hat cedm la dwong tron nam
ngang, ma ta c6 thé twdng twgng né di qua gitta hinh xuyén. Mot nha
toan hoc sé ndi rang mot chudi hat 1a mot “si phan thé”, ma cac “thé”
la cac hat cworn con “nén” la sgi day xau chuoi. Vi 1é ay, mot xuyén la
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mot su phan thd, ma thé 1a cac dwong tron, con nén cling la mot dwong
tron.

Ta goi ban kinh ctia duwong tron nén (sgi day xau chuoi) la R, va
ban kinh ctia dwong tron thé (hat cwom) la R, Hoa ra da tap d6i ngau
guong ciing sé la mot hinh xuyén. Nhung no la tich ctia hai duwong tron
v6i ban kinh 1an lwogt 1a 1/R, va R. Sy nghich ddo nay cta ban kinh
cling twong tw voi sw nghich ddo cua dién tich electron xdy ra dudi tac
dong cta do6i ngau dién tir.

Nhw vay bay gio ching ta c6 hai xuyén doi ngau guwong vdi nhau -
mot cai goi la T, v6i cac ban kinh R, va R, con cai kia goi 1a T, vGi cac
ban kinh la 1/R, va R, Chu y rang néu ban kinh ctia dwdng tron nén
trong T 1a 16n (tic 1a R, 1a 16n) thi ban kinh dwdng tron nén cta T' la
nho (bdi vi 1/R, nho), va nguoc lai. Kiéu hoan doi gitta “lén” va “nho”
nay la mot dién hinh cta tat ca cac doi ngau trong vat ly lugng tir.

Hay cung nghién cttu cac B-mang trén T va A-mang trén T
Ching dugc ghép cap qua dbi xing guong, va quan hé nay da duogc
hiéu ro (do6i khi né duge nhac dén dudi cai tén “T-d6i ngau”, T la viét
tat cho torus - xuyén).*

B-mang trén xuyén T « A-mang trén xuyén T

Mot vi du dién hinh vé mot B-mang trén xuyén T la 0-mang, dugc
tap trung & mot diém p thudc T. Héa ra A-mang do6i ngau trén T, tréi
lai, lai “lan nhoe” trén khap xuyén T'. Can phai gidi thich thém ching ta
c6 y gi khi néi la “lan nhoe”. T6i khong di qua sau vao chi tiét, vi diéu
do6 sé dan ching ta di qua xa, chi can néi rang A-mang nay trén T chinh
la xuyén T' dugc trang bi thém mot cau tric: mot biéu dién ctia nhém
co ban cua xuyén trong nhom dwong tron (twong tw vdi nhitng biéu
dién ma ta da thao luan trong chwong 15). Biéu dién nay duwgc xac dinh
bdi vi tri ctia diém p ban dau trén xuyén T, sao cho, thuc t&€ c6 mot
twong tng 1-1 gitta 0-mang trén T va cac A-mang “lan nhoe” trén T'.
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Hién twgng nay twong ty v6i nhitng gi xdy ra trong phép bién doi
Fourier dugc st dung rong rai trong x ly tin hiéu. Néu ching ta ap
dung phép bién doi Fourier cho mot tui hiéu tdp trung gan mot thoi
diém cu thé theo thoi gian, ta sé thu dwgc mot tin hiéu trong giong nhw
song. Tin hiéu dy “bi nhoe ra” trén truc biéu dién thdoi gian, nhw dugc
chi ra ¢ hinh du6i day.

—

Phép bién doi Fourier ciing c6 thé duwgc 4p dung cho rat nhiéu kiéu
tin hiéu khac, va cé ca phép bién déi ngugc, cho phép ching ta tai tao
lai tin hiéu ban dau. Thwong thi, cac tin hiéu phitc tap duwgc bién doi
thanh nhitng tin hiéu don gian, va diéu dé giai thich tai sao phép bién
do6i Fourier lai c6 cac ¢ng dung rat hitu ich. Twong ty nhu vay, qua
phép dobi xing guwong, cac mang phirc tap trén mot xuyén twong 1tng
v@i cac mang don gian trén xuyén khac, va ngugc lai.

Hoa ra ching ta c6 thé st dung doi xitng guong kiéu xuyén nay dé
mo td doi xing gwong gitta cdc mang trén hai khong gian moduli
Hitchin. O day, chiing ta phai st dung mot tinh chat quan trong cia cac
khong gian moduli Hitchin nay, do chinh Hitchin da mo ta. Pai vy,
khong gian moduli Hitchin la mot phan thd. Nén ctia phan thé nay la
mot khong gian vector, con thd la cac xuyén. Tic 1a, toan bd khong
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gian la mot tap hgp cac xuyén, moi xuyén cho mot diém cua khong
gian nén. Trong treong hgp don gian nhat, cd nén va cac thé xuyén déu
la hai chiéu, va sy phan thé tréng giong nhuw hinh dwdi day (cha y rang
cac thd ¢ nhitng diém khac nhau c6 thé c6 kich thwdc khac nhau):

ATAYA
UK

Hay nghi vé phan thé Hitchin nhw mét hop banh donut, ngoai tri
viéc c6é nhitng chiéc banh khong chi gan vao lwdi cac diém ¢ day hop
cac tong, ma la gan vdi tdt ca cac diém trén nén. Do vay ta sé c6 vo han
chiéc banh - Homer Simpson chac chan la sé thich diéu nay!

Hoéa ra doi ngau guwong cua khong gian moduli Hitchin gan véi
nhom doi ngau Langlands, ciing 1a mét phan thé kiéu donut hay xuyén
trén cung mot nén. Piéu d6 c6 nghia la v6i moi diém trong nén nay,
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chuing ta c6 hai thd kiéu xuyén: mot trong khong gian moduli Hitchin
vé phia A-mo6 hinh va mot trong khong gian moduli Hitchin vé phia B-
mo6 hinh. Hon nita, hai xuyén nay la d6i ngau guwong véi nhau, theo
nghia dwgc mo ta & trén (néu mot trong s6 ching c6 ban kinh R, va R,
thi cai con lai sé c6 ban kinh 1a 1/K, va R)).

Nhan xét nay cho ching ta co hoi dé nghién cttu doi xitng guong
gitta hai khong gian moduli Hitchin dang thd, bang cach st dung doéi
xing guong gitta hai thd kiéu xuyén doi ngau.

Chang han, 1dy p la mot diém trong khong gian moduli Hitchin M
(X, "G). Ta hay lay 0-mang tap trung tai diém nay. Cai gi sé la d6i ngau
guong A-mang tréen M (X, G)?

biém p thudc mot xuyén, tirc 1a mot thé cia M (X, *G) trén mot
diém b nao do trong nén (xuyén bén trai trén hinh dwdi day, ¢ phia B-
mo hinh). Xét xuyén doi ngau, tic l1a thd cia M (X, G) trén cung mot
diém b (xuyén bén phai trén hinh, & phia A-m6 hinh). A-mang d6i ngau
trén M (X, G) ma ching ta dang tim kiém sé la A-mang “lan nhoe” ra
trén xuyén doi ngau nay. N6 ciing chinh la mang do6i ngau thu duwgc qua
doi xitng gwong gitta hai xuyén doi ngau.
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fiber on dual fiber
B-model on A-model
side side

point i the
base of the o
fibration

Thé trén phia B-m6 hinh / Thé doi ngau & phia A-m6 hinh

/ Diém trong nén cua su phan thg +b

Kiéu mo ta dang thé nay cta doéi xing guwong - sit dung phan thd
kiéu xuyén doi ngau - dugc Andrew Strominger, Shing-Tung Yau va
Eric Zaslow dé xuat trwdc do trong mot boi canh tong quat hon. Bay
gio n6 dugc goi la gia thuyét SYZ, hay co ché SYZ.X@ Pay la mot y
twdng rat manh mé: trong khi doéi xitng gwong doi véi cac xuyén doi
ngau da dwgc hiéu rat ro, thi doi xitng guwong doi voi nhitng da tap tong
quat (nhw cac khong gian moduli Hitchin) van con kha bi an. Béi vay,
ching ta c6 thé huwéng lgi tr d6 bang cach riut gon n6 vé treong hop
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hinh xuyén. Di nhién, dé c6 thé thyc hién dugc, ta can phai biéu dién
hai da tap do6i ngau guwong nhw cac thé dang xuyén doi ngau trén cung
mot nén (cac phan thd nay cling phai thoa man mot s6 diéu kién nhat
dinh). That may, ching ta da c6 mét s6 phan thd nhu vay trong treong
hop cac khéng gian moduli Hitchin, do dé ching ta c6 thé dwa co ché
SYZ vao van hanh dugc. (N6i chung, s6 chiéu cta cac thé dang xuyén
la 16n hon 2, nhung bire tranh chung thi cling twong tw vay thoi. )*

Bay gio chung ta st dung déi xiing gwong nay dé xay dung quan
hé Langlands. Pau tién, héa ra cac diém trong khéng gian moduli
Hitchin M (X, ‘G) chinh xac la nhitng biéu dién ctia nhém co ban cta
dién Riemann X trong ‘G (xem chu thich 1 cua chuong nay). Xét 0-
mang tap trung & diém nay. Theo co ché SYZ, A-mang d6i ngau sé “lan
nhoe” ra khap xuyén doi ngau (thd trong khong gian moduli Hitchin
do6i ngau trén cing mot diém ctia nén).

Kapustin va Witten khong nhitng mo ta chi tiét nhitng A-mang nay
ma ho con gidi thich cach chuyén doi ching thanh cac bé tuv dang cau
thudc quan hé Langlands hinh hoc. B&i vay, quan hé Langlands thu
dugc qua lwge do sau:

Mot biéu dién cia nhém co béan caa X trong "G

— MOt zero-mang & diém p cia M (X, "G)

- Doi xitng guong

— Mot A-mang “lan nhoe” khdp xuyén d6i ngau trong M (X, G)

— Mot bo ty dang cau trén khong gian moduli ctia cac G-phan thd trén X

Mot yéu t0 co ban trong cach xay dung nay do la sy xudt hién cac
do6i twgng trung gian la cdc A-mang. Kapustin va Witten da dé xuat
rang quan hé Langlands c6 thé dwgc xdy dwng thong qua hai budc:
bwdc thit nhat, xdy dung mot A-mang bang cach st dung doi xing
guwong. Roi sau dé ho xay dung mot bo ty dang cau tir A-mang nay.»
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Tinh dén gio, ching ta méi chi thdo luan buwéc thit nhat, doi xing
guong. Nhung buéc thit hai cling rat tha vi. Thyc té, méi lién két gitta
A-mang va cac bo ty dang cau la mét budc dét pha ctia Kapustin va
Witten: treedc cong trinh cta ho, chwa ai biét rang c6 mot moi lién két
nhw thé cad. Hon nita, Kapustin va Witten con dé xuat rang mot lién két
tu'ong ty c6 ton tai trong mot béi canh téng quat hon rat nhitu. Y twdng
noi bat nay da tao dong lwc cho rat nhiéu nghién citu toan hoc.

Tat ca nhitng thit nay, nhw bo t6i tirng noi, la kha nang né: ching ta cé
khong gian moduli Hitchin, déi xing gwong, A-mang, B-mang, cac b6
tw dang cau... Ban c6 thé sé nhitc hét cad dau néu mudén nam bat tat ca
nhitng th do6. Tin t6i di, tham chi la gitta cac chuyén gia vdéi nhau,
cling rat it nguwdi biét nhitng diéu co ban tit ca nhitng yéu té trong cach
xdy dyng nay. Nhung y dinh cua t6i khong phdi 1a bat ban hoc tit ca
nhitng thit nay. Bing hon la t6i muén chi ra nhitng két ndi logic gitta
cac doi twgng nay, va chi ra qua trinh sadng tao ctia nhitng nha khoa hoc
nghién cttu ching: diéu gi da thoi thiic ho, ho hoc tir nhau nhw thé nao,
va kién thitc ma ho dat duwgc da dugc st dung dé nang cao hiéu biét cia
ching ta vé nhitng cau héi then chot nhu thé nao.

Nhung dé phan nao lam nhe bét nhitng kho khan cia ching ta, thi
day la mot lwgc d6 minh hoa nhitng twong tw giita cac doi twgng ma ta
da thdo luan qua cac cot trén phién da Rosetta ctia Weil, c6 cong thém
mot cot twong wng véi vat ly lwgng tir. N6 chang qua chi 1a mé rong
gian do cua ta & trang 219 (t6i da hgp nhat cot bén trai va cot giita trén
phién da Rosetta cia Weil bdi vi cac dbi twgng trén do la twong, tw
nhau).

Ly thuyét so6 va nhitng duong .. . o )
. . . Dién Riemann X  Vat ly lugng tir

cong trén cdc truong hitu han

Quan hé Langlands Quan hé Langlands D6i ngau dién twr

hinh hoc Dbo6i xitng guong
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Nhom Galois Nhém co ban cta X Nhém co ban cua

X
Biéu dién cna nhém Biéu dién cia nhém 0-mang trén M(G,
Galois trong co ban trong ‘G X)
‘G
Ham ty dang cau B6 tw dang cau A-mang trén
M(X,G)

Sau khi nhin qua lwgc do nay, cha t6i héi: Kapustin va Witten lam
thé nao dé thic day nhitng tién bo trong Chwong trinh Langlands? Day
di nhién la cdu héi quan trong. Trwdc tién, lién két Chuwong trinh
Langlands véi doi xitng guwong va doi ngau dién tir cho phép chiing ta
st dung mot kho vl khi hung manh cua nhitng dia hat do trong vat ly
lwgng ti¢ dé tao ra nhitng tién bd trong Chuwong trinh Langlands. Do6i
lai, nhitng y twéng cia Chwong trinh Langlands, dugc cady nguwoc vao
vat ly, va thiic day cac nha vat ly dat thém cac cau hoi vé d6i ngau dién
tlr ma ho chwa bao gio dat ra tredc do. Viéc nay ro rang da dan téi mot
s6 kham pha rat hap dan. Thit hai, ngén ngit cia cac A-mang hoa ra lai
thich hgp v6i Chuwong trinh Langlands. Rat nhiéu cac A-mang nay c6
cau tric don gian hon cac bé ty dang cau, nhitng thit hién nhién la kha
phttc tap. Bai vay, sit dung ngbén ngit cia cac A-mang, ching ta c6 thé
hé 16 nhitng bi an cia Chuong trinh Langlands.

T6i mudn chi cho cac ban mot vi du cu thé vé cach 4p dung ngon
nglt mGi nay. Hay dé toi ké cho cac ban nghe vé céng trinh sau do cta
toi voi Witten"® dwge hoan tat vao nam 2007. Dé gidi thich nhitng gi
ching t6i thye hién, to6i phéi néi v6i cac ban vé van dé ma cho t6i bay
gi® toi van gidu nhem di. O' cudc thdo luan dé cap & trén, toi coi tat ca
cac thé xuat hién trong hai khong gian moduli Hitchin la cac xuyén
tron ma ching ta thwong thay (giong nhw cai dugc vé trong hinh trén -
c6 dang chiéc banh donut hoan hao, néu ban muén nghi thé). Thuc ra,
diéu nay chi dung vGi hau hét, chit khong phai tat ca cac thd. Cé mot so
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thd dac biét lai c6 sy khac biét: chiing la cac suy bién ctia nhitng xuyén
tron. Néu khong cé cac suy bién, thi co ché SYZ sé cho ching ta mot
mo td day da vé doi xing guwong gitta cac mang trén hai khong gian
moduli Hitchin. Nhwng s hién dién ctia nhitng xuyén suy bién da lam
cho d6i xitng guwong nay trd nén cuwc ky phitc tap. Thuc té, phan thu vi
va phitc tap nhat cta doi xitng guwong la, diéu gi xdy ra vdi nhitng mang
“song” trén nhitng xuyén suy bién dé?

Trong bai bao ctia minh, Kapustin va Witten chi xét dén doi xing
guong han ché trén cac xuyén tron, va bd ngo cau hoi vé nhitng xuyén
suy bién. Trong bai bao ctia ching t6i, Witten va t6i da gidi thich diéu
gi sé xay ra doi vdi cac xuyén suy bién don gian nhat, nhitng xuyén cé
cac “ky di orbifold”, nhw la xuyén bi that dugi day:
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Thyc ra day chinh la hinh dnh ctia mét xuyén suy bién ndy sinh
trong truong hgp ma dién Riemann cta ching ta chinh la mot xuyén,
va nhom ‘G la SO(3) (né dugc lay tryc ti€p tir bai bdo cua t6i véi
Witten). Nén cua phan thg Hitchin trong treong hop nay la mét mat
phang. V&i moi diém trén mat phang nay, trir ba diém dac biét, cac thg
déu la nhitng xuyén tron thong thuong. Do vay ngoai ba diém nay phan
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thé Hitchin chi 1a mot ho cac xuyén tron. Nhwng tai 1an can cia moi
diém dac biét vira n6i, “cho bi that” cua thé dang xuyén bi suy sup, nhw
chi ra & hinh ké tiép, trén dé ching ta theo dau cac thé trén nhitng

diém: thu6c mot dwong da cho trong neén.

Dbiéu nay nhw thé Homer Simpson cam thay phan khich khi tinh c@

giam phai chiéc hop dung vo so chiéc banh donut va lam v& mot vai
chiéc (nhung dirng lo lang cho Homer; béi trong hop van con lai vé van
chiéc banh nguyén ven).

Khi ching ta t6i gan diém danh dau trong nén (titc 1a mot trong ba
diém dac biét n6i & trén), cho bi that lai cia xuyén trong thd trd nén
cang mong hon, cho t6i khi n6 sap lai & diém danh dau d6. Thé & diém
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danh dau nay dwgc chi ra dwdi mét goc khac & hinh trén. N6 khong con
la mot xuyén thong thwong nita; n6 la cai ma ching ta goi la xuyén
“suy bién”.

Cau héi ma ching ta can tra 16i do 1a diéu gi sé xay ra khi 0-mang
trén khong gian moduli Hitchin tap trung & diém dac biét cia xuyén
suy bién giong nhu diém danh dau & hinh bén trén, diém ma tai d6 cho
bi that co sap lai. Cac nha toan hoc goi dé la mét ky di orbifold.

Hoba ra, diém nay lai c6 thém mot nhém déi xirng. Trong vi du da
chi ra & trén, n6 cling giong nhw nhém do6i xing cia mot con budm.
No6i cach khac, n6é bao gom phan tit don vi, va mét phan t khac, twong
tng vG6i viéc lat cac canh cia con buvdm. Diéu nay c6 nghia la khong
chi c6 mot ma la hai 0-mang tap trung & diém do6. Do vay van dé la: cai
nao sé twong ng vGi hai A-mang trén khong gian moduli Hitchin doi
ngau? (Chu y rang, trong treong hop nay, G sé la nhém SU(2) - nhém
do6i ngau Langlands ctia nhém SO(3).)

Nhw Witten va t6i giai thich trong bai bdo cta minh, tai moi ba
diém dac biét trong nén cta phan thd Hitchin, xuyén suy bién bén phia
d6i ngau guwong sé trong giong thé nay (hinh dugc lay tir bai bao cia
chuing t6i):
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N6 xudt hién trong phan thé Hitchin theo kiéu twong tw nhw da chi
ra & hinh trwdc, ngoai triv rang bay gio, khi ta dén gan diém dac biét
trong nén, cho that lai cia xuyén trong thé tréd nén moi lic mot mong

hon & hai diém, va cho that ay co sup lai & ca hai cho khi ta tién t&i gan
diém dac biét trong nén.

Thé suy bién twong @ng cling kha khac biét vdi thd trwde, bai vi
bay gid xuyén suy sup & hai diém thay vi mot. Do vay, xuyén suy bién
nay co6 hai phan. Cac nha toan hoc goi do la cac thanh phan. Bay gio
ching ta da c6 thé trd 16i cau héi ctia minh: hai A-mang ma ching ta
dang tim kiém (d6i ngau gwong vGi hai 0-mang tap trung & diém dac
biét ctia xuyén suy bién dau tién) sé la cac A-mang “nhoe ra” trén moi
mot trong hai thanh phan ctia xuyén suy bién doi ngau.

Pay la nguyén mau cho nhitng gi xay ra trong truong hop tong
quat. Khi ching ta nhin hai khong gian moduli Hitchin nhu la cac phan
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thd trén cung mot nén, sé c6 nhitng thé suy bién & ca hai bén. Nhung
co ché cta s suy bién thi lai khac nhau: néu & phia B-m6 hinh c6 mot
ky di orbifold véi mot nhém doi xing ndi tai (giong nhw nhom doi
xitng ctia con buém & vi du trén), thi thd ¢ bén phia A-mo hinh sé bao
gom vai thanh phan, giong nhw hai thanh phan ¢ hinh bén trén. Hoa ra
sO cac thanh phan nay ding bang s6 phan t* ciia nhom déi xitng bén
phia B-m6 hinh. Biéu nay dam bdo rang cac 0-mang tap trung & cac
diém ky di sé twong ng vdi cac A-mang “nhoe ra” trén nhitng thanh
phan khac nhau dé.

Trong bai bao viét chung véi Witten, ching t6i da phan tich chi
tiét hién twgng nay. Hoi ngac nhién mdét chut la viéc nay mang t&i cho
ching t6i nhitng cai nhin sdu sac khéng chi trong Chuwong trinh
Langlands hinh hoc do6i véi cac dién Riemann, ma con ca trong cot &
gitra trén phién da Rosetta cia Weil, c0t ctia nhitng duwdong cong trén cac
treong hitu han. Pay la mot vi du dién hinh vé cach ma cac y twéng va
hiéu biét trong mot linh vue (vat ly lwong t¥) c6 thé lan truyén nguoc
lai theo tat ca moi cach trd vé cac coi ré cia Chuong trinh Langlands.

Va sttc manh ctia nhitng lién két nay nam & do. Bay gio chung ta
khong chi c6 ba ma bon cot trén phién da Rosetta ciia Weil: cot thit tw
danh cho vat ly lvgng ti. Khi chiing ta kham pha ra cai gi mdi trong cot
thi? tw, ta c6 thé nhin vao nhitng két qua twong ty can phai cé trong ba
cOt con lai, va do c6 thé la noi khoi nguon nhitng y twdng va nhan thitc
moi.

Witten va t6i bat dau thuyc hién dé tai nay vao thang 4 nam 2007 khi toi
t6i Princeton tham vién, va bai bao dwgc hoan thanh vao ngay
Halloween, 31 thang 10 (t6i nh&d ré ngay thang, bdi vi sau khi dwa n6
1én mang, t6i di du 1é Halloween). Trong su6t bay thang troi do, toi tdi
vién ba lan, moi lan khodng mdt tuan. Moi ngay chung t6i lam viéc
cung nhau & van phong rat tién nghi cta Witten. Thoi gian con lai
ching t6i & nhitng dia diém khac nhau. Nhitng ngay dé, t6i chia sé thoi
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gian ctia minh & Berkeley va Paris, dong thoi toi cling danh vai tuan dé
tham mot vién Toan & Rio de Janeito. Nhung viéc t6i ¢ dau chang
thanh van dé. Chirng nao t6i con cé két noi Internet, chiing téi con co
thé cong tac hiéu qua véi nhau. Trong sudt nhitng thoi ky soi noi do,
chiing t6i thwong trao doi tdi ca ta email moi ngay, suy tw vé cac cau
hoi, gwi cho nhau ban nhap cua bai bao, v.v. Vi chung toi trung tén, nén
c6 mot dang do6i xitng guwong gilta cac email ctia ching t6i: moi do6i
xitng sé bat dau v6i “Edward than mén,” va két thuc vGi “Than,
Edward.”

Su cong tac nay cho tdi co hoi duge quan sat Witten gan hon. Téi
that kinh ngac tredc sitc manh tri tué 1lan dao ditc nghé nghiép cta 6ng,
va cam nhan dwgc rang 6ng suy tu rat nhiéu moi khi chon mot van deé
nghién cttu. T6i da noéi vé diéu nay truwdc day trong cudn sach: cé
nhitng bai toan phai mat téi 350 nam mdéi giai noi, do vay viéc danh gia
twong quan gilta tdm quan trong cta van dé va xac suat thanh cong
trong mot thoi gian hgp 1y 1a rat quan trong. T6i nghi Witten rat c6 gu
va c6 mot tryc gidc tuyét voi doi vdi viéc nay. Va khi ong da chon mot
de tai, ong sé theo dudi né khéng ngoi nghi, cling nhw nhan vat cia
Tom Cruise trong bo phim Collateral. Cach tiép can cta 6ng rat ti mi,
c6 phuong phap, xem xét moi goc canh. Giéng nhw moi ngwoi khac, thi
thodng 6ng cling ling ting va boi roi. Nhuwng 6ng luon tim dwgc huwéng
di. Lam viéc vGi 6ng that nhu dugc truyén cam hitng va lam phong phu
thém kién thitc & nhiéu tang bac.

Nghién cttu vé nhitng diém chung gitta Chwong trinh Langlands va doi
ngau dién tir nhanh chéng tré thanh mot cha dé nong, dwgce phat trién
thanh mot linh vic nghién citu s6i no6i. Mot nhan t6 dong vai tro quan
trong trong qua trinh nay la héi thdo do ching toi t6 chitc hang nam tai
vién Vat ly ly thuyét Kavli & Santa Barbara. David Gross, giam doc cta
vién, va la ngudi doat giai Nobel vé vat ly da ting ho ching t6i rat nhiét
thanh.
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Thang 6 nam 2009, t6i dugc moi trinh bay vé nhitng phat trién
maoi do tai Séminaire Bourbaki. Pay la mot trong nhitng seminar toan
hoc kéo dai nhat trén thé gidi, va dugc ca cong dong toan hoc rat ton
sung. Cac cudc hdi thdo cua seminar nay dwoc td chitc tai vién Henri
Poincaré & Paris, dién ra trong nhitng ngay cudi tuan, ba Ian mot nam,
thu huit khoang vai chuc nha toan hoc t6i du. Seminar nay duwgc 1ap ra
khong lau sau Chién tranh Thé gigi lan tht hai bdi mot nhém nhitng
nha toan hoc tré va day hoai bao, ho tw xung - bang mot cai tén gia - la
Hoi cta nhitng ngudi cong tac voi Nicolas Bourbaki (Association des
collaborateurs de Nicolas Bourbaki). Y twéng ctia ho 13 viét lai nhitng
cO s@ cua toan hoc nhg st dung mot tiéu chuan mdi, chat ché dua trén
ly thuyét tdp hgp, mét 1y thuyét dwgc Georg Cantor khéi xuwéng vao
cudi thé ky 19. Ho mdi chi thanh c6ng mét phan, nhwng dnh hwdng cia
ho d6i vé6i toan hoc qua la rat to I6n. André Weil la mé6t trong nhitng
thanh vién sang 1ap, con Alexander Grothendieck da dong mot vai tro
quan trong sau nay.

Muc dich cia Séminaire Bourbaki la bao cdo nhitng phat trién ly
tha nhat trong toan hoc. Mot hoi dong bi mat chiu trach nhiém chon
chu dé va ngwoi bao cdo, va ngay tir dau, hoi dong dé da tuan theo
nguyén tac la cac thanh vién ctia seminar phai dwdi nam muoi tudi.
Nhitng ngudi sang 1ap nhom Bourbaki rd rang tin rang nhém can phai
dwgc thay mau méi thwdng xuyén, va diéu nay rat c6 1oi cho nhém. Hoi
dong moi bao cado vién va dam bdao rang ho sé viét cac bai giang trudc
khi bao cao. Nhitng ban sao cac bai giang do sé dugc phan phat cho
thinh gid & seminar. Pugc bdo cdo & seminar nhuw thé nay la mot vinh
dy, nén ngudi trinh bay san sang lam theo yéu cau.

Tén seminar cta t6i la “Ly thuyét chuan va do6i ngau Langlands”.
L Mdc du ban bao cao cua téi mang tinh ky thuat hon va bao ham
nhiéu cong thirc cling nhw nhitng thuat ngit toan hoc hon, nhung vé co
béan t6i thi van di theo cau chuyén ma t6i ké lai trong cu6n sach nay.
T6i bat dau véi phién da Rosetta ciia André Weil, gidi thiéu ngan vé ba
cot trén do, cling nhu t6i da lam & day. B&i vi Weil 1a mot trong so
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nhitng ngwoi sang 1ap ra Bourbaki, nén t6i nghi rang sé dac biét thich
hop néu néi vé nhitng y twdng ctia 6ng ¢ seminar nay. Sau do toi tap
trung vao nhitng tién b6 mai nhat, lién két Chuwong trinh Langlands va
do6i ngau dién tur.

Bai bdo cdo dugce don nhan néng nhiét. T6i rat han hoan khi nhin
thdy ngoi ¢ hang ghé dau la mot nhan vat quan trong khac ctia nhom
Bourbaki, Jean Pierre Serre, nha toan hoc huyén thoai. Khi t6i két thic
bao céo, ong dén gap t6i. Sau khi dat may cau hoi co tinh chat chuyén
mon, ong dua ra nhan xét.

“T6i thay that thu vi khi anh nghi vé vat ly lwgng ti nhw c6t thit tw
trén phién da Rosetta ciia Weil,” 6ng néi. “Anh biét ddy, André Weil
khong dac biét thich vat ly. Nhung téi nghi rang néu hom nay ong ay
c6 mat & day, ong ay sé dong y rang vat ly lwgng t¥ cling déng mot vai
tro quan trong trong cau chuyén nay.”

Dbay la 1oi khen tuyét nhat ma mot ngwdi c6 thé nhan dugc.

Trong vai nam gan day, rat nhiéu tién bo da dat dugc trong Chuwong
trinh Langlands, qua cac cot trén phién da Rosetta cia Weil. Ching ta
van con khuya méi dat t6i hiéu biét day du vé nhitng bi an sau sac nhat
cta Chuong trinh nay, nhung c6 mét diéu ro rang: né da vugt qua dugc
su thit thach cda thoi gian. Lic nay, ching ta thay dwgc ré hon rang n6
da dan chidng ta t6i mot s6 cau hoi can ban nhat trong toan hoc va vat
ly.

Ngay nay, nhitng y twong nay ciling quan trong nhuv khi Langlands
viét 14 thu gti cho André Weil, gan 50 nam truedc. Toi khong biét liéu
ching ta c6 thé tim dwgc tat ca cac cau tra 10i trong 50 nam t6i hay
khong, nhung chac chan rang 50 nam tGi cling sé 1a nhitng nam thang
day phan khich nhu 50 nam vira qua. Va cé 1é mot s6 doc gia ctia cudn
sach sé c6 co hoi dong gop cho de tai that quyén ri nay.
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Chwong trinh Langlands 1a tiéu diém cua cudn sach nay. T6i nghi né sé
cung cap mot cai nhin toan canh vé toan hoc hién dai: cau tric khai
niém sau sac cua nd, nhitng nhan thitc sdu sac mang tinh dot pha,
nhitng gia thuyét nhu tréu nguoi, va ca nhitng moi lién két khong thé
ngo tdi gitta nhitng l1inh virc khac nhau. N6 cling minh hoa cho cac méi
lién hé phirc tap gitta toan hoc va vat ly, cling nhw nhitng doi thoai lam
phong phu lan nhau gitta hai linh vic nay. Do vay, Chwong trinh
Langlands chinh la vi du minh hoa cho bon dac tinh cia cac ly thuyét
toan hoc ma ta da thdo luan trong chwong 2: tinh phé quat, tinh khach
quan, tinh bén vitng va tinh twong thich véi thé gidi vat ly.

Di nhién, con cé rat nhiéu linh viec toan hoc ly thd khac. Mot sé da
dugc gioi thiéu trong sach bao tham khao cho gigi khong chuyén, con
mot so thi van chua. Nhw Henry David Thoreau viét,“ “Chiing ta tirng
dugc nghe vé chat tho cta toan hoc, nhung c6 rat it phan cia né duoc
xuwéng lén.” Than 6i, ngay nay, hon 150 nam sau khi 6ng viét nhitng
dong trén, nhitng 16i ctia 6ng van goi ding sv that, y la ching ta, cac
nha toan hoc can phai lam t6t hon cong viéc mé khoa sitc manh va vé
dep toan hoc cho nhiéu doc gida hon. Bong thai, t6i cling hy vong rang
cau chuyén vé Chuong trinh Langlands sé truyén cam hitng, goi tri to
mo Ve toan hoc va thic day khat vong hoc hoi hon nita ¢ doc gia.

@'Vé diéu nay, Hitchin da trich dan 10i caa nha tho Bic, Goethe:
“Céac nha toan hoc ciing giong nhu dan 6ng Phap vay: mac cho anh c6
noi gi voi ho, ho sé dich lai theo ngdon ngit rieng cua minh, va tirc thi,
no trd thanh thit gi d6 hoan toan khac.”
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Chuong 18
PI TIM CONG THUC CUA TINH YEU

Véo nam 2008, t6i dugc moi dén nghién citu va gidng day vé cong
trinh ctia minh tai Paris vGi tv cach la nguoi duge nhan giai thuong
Chaire d’Excellence, mot gidi thwong méi dugce thanh lap, do Quy
Fondation Sciences Mathémetiques de Paris trao tang.

Paris 1a mot trong s6 nhitng trung tam toan hoc cuda thé gidi; né
ciing dwgc ménh danh 1a kinh d6 cua dién anh. O do, tdi thady nhu duoc
truyén cam hitng dé thwc hién mot bo phim vé toan hoc. Trong nhitng
bd phim pho bién, cac nha toan hoc thuwong duge khac hoa giong nhuw
nhitng nguwoi ky qudc va lac 16ng véi xa hdi, map mé bén bo vic cta
bénh tdm than, va diéu nay cung c6 thém cho an twgng mudén thud vé
toan hoc nhuw mot linh viec nham chéan va lanh lung, xa roi thyc té. Ai
lai muon ban than ho c6 mot cudc doi nhu thé, lam mét cong viéc ma
chang lién quan véi bat ky thi¢ gi ca?

Khi tré lai Berkeley vao thang 12 nam 2008, t6i cam thdy niém
thoi thic phai chuyén huéng sang nang Iyc nghé thuat cia minh. Hang
x6m cua t6i, Thomas Farber, la mot tac gia tuyét voi, anh day viét van
& uc (University of California) Berkeley. T6i hoi anh, “Anh nghi sao vé
viéc ta viét chung mot kich ban vé mot. nha van va mét nha toan hoc?”
Tom thich thu véGi y twdng nay va dé nghi chiing t6i bat dau tai mot bai
bién & mién Nam nuwdc Phap. Ching t6i quyét dinh rang b phim sé bat
dau nhv thé nay: vao mot ngay dep troi, mot nha van va mot nha toan
hoc, ng6i bén hai chiéc ban canh nhau & mot quan ca phé ngoai troi
trén bai bién. Ho thudng thitc vé dep xung quanh, nhin nhau, va bat dau
noéi chuyén. Va chuyén gi sé xdy ra tiép theo?
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Chung t6i bat dau viét. Qua trinh nay ciing twong ty nhuw cach toi
cong tac voi cac nha toan hoc hay vat ly. Nhung né cling c6 nhitng
diém khac biét: tim kiém ding tir dé mo ta tinh cdm va cam xtc cta cac
nhan vat, tim ra nhitng tinh tiét cét yéu ctia cau chuyén. Nhung cong
viéc nay thodi mai hon, va khong vap phai nhitng han ché nhw t6i van
thwong gap. Va t6i lai dang true tiép ban luan véi mot nha van tai gioi,
nguoi ma toi cuc ky kinh trong va ngudng mo. That may cho t6i, Tom
khong tim cach 4p dat y chi cia minh ma doi x& véi t6i mot cach binh
dang, va ti tén dé cho t6i phat huy hét nhitng kha nang van hoc cta
minh. Giéng nhu nhitng ngwoi thay hwéng dan to6i vao thé gigi toan
hoc, Tom ciing diu dat t6i bwdc vao thé gigi van chwong, diéu ma toi
lubn biét on.

Trong mot doan doi thoai, nha todn hoc néi v6i nha van vé “bai
toan hai vat”. Bai toan d6 dé cap veé hai doi twong (hai vat) chi twong
tac vdi nhau, vi du nhv mot ngoi sao va mot hanh tinh (chung ta 1o di
tat ca nhitng lwc khac tdc dung lén ching). C6 mot cong thirc todn hoc
don gian dy doan chinh xac quy dao cua hai vat do trong twong lai, mot
khi chiing ta biét duwgc lwc hap dan giita ching. Tuy nhién, twong tac
gitta hai con nguoi - hai ngudi ban, hai nguwoi yéu nhau - thi khac biét
biét bao! Trong tredng hgp nay, ngay ca khi bai toan hai vat c6 nghiém,
thi n6 cling khong phai la duy nhat.

Kich ban cta ching t6i ndi vé si va cham gitta thé gidi thye va thé
gidi trivu twgng: vai Richard, nha van, do la thé gidi cia van chwong va
nghé thuat; con vdi Phillip, nha toan hoc, do la thé gidi cia khoa hoc va
toan hoc. Moi nguwoi déu thanh thao trong linh vuc tritu tuwgng twong
trng cia minh, nhung viéc nay cé anh huwédng dén hanh vi trong thé gidi
thuwe nhw thé nao? Phillip c6 gang séng hoa nhap véi sy lwong phan
gitta chan ly toan hoc, Iinh viec ma anh la chuyén gia, va chan ly nhan
van, linh viec ma anh khong may quen thuéc. Anh hoc dwgc rang tiép
can nhitng van dé ctia cudc song theo y nhw cach tiép can cac van dé
toan hoc khong phai Ituc nao cling mang lai thanh cong.
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Tom va t6i cling dat cau hoi: liéu thong qua doi thoai cda hai nhan
vat do, ching ta c6 thé thady duwgc nhitng khac biét va twong dong giira
nghé thuat va khoa hoc - hai “nén van h6a”, nhv C.P. Snow da goi“® -
hay khong? Thuyec té, ta c6 thé xem bd phim nhw mot an duy, vé hai mat
ctia cung mot nhan vat, nira trdi ctia bo ndo va nira phai ctia n6, néu ban
thich thé. Ching lu6n canh tranh v6i nhau, nhung ciing bé trg cho nhau
- hai nén van héa song song ton tai trong ciing mot tam tri.

Trong bd phim ctia ching t6i, hai nhan vat trao d6i nhitng cau
chuyén vé cac méi quan hé trong qua khit, vé tinh yéu ho da tim thay
va danh mat, vé con tim tan v& cua hg. Va sudt ca ngay, ho gap mot s
phu ni, do vay ta c6 thé thay hai nguwoi dan 6ng do st dung niém dam
mé nghé nghiép ctia minh dé quyén rii phu nit. Ho c¢6 rat nhiéu s& thich
chung, nhung dong thoi, cling lai c6 nhitng xung dot dang ngdm ngam
xudt hién, va cudi cing dan dén mot két cuc that bat ngo.

Chung toi dat tén cho kich ban cta minh la Bai toan hai vat, va
cong b6 né dudi dang mot cudn sach. Phién ban kich ctia n6 dugc
cong dién & nha hat Berkeley, do dao dién litng danh Barbara Oliver
dan dung. D6 la lan dau tién t6i mao hiém buwdc vao thé gidi nghé
thudt, va t6i cam thdy ngac nhién xen lan vui swéng trieéc phan tng ctia
khan gid. Chang han, hau hét moi nguoi déu cho rang nhitng gi xdy ra
vGi nha toan hoc trong v& kich chinh la ty truyén cua t6i. D1 nhién, c6
rat nhiéu trai nghiém trong doi thuc cta t6i da goép phan viét nén kich
ban Bai todn hai vat. Chang han, t6i c6 ban gai la nguoi Nga & Paris, va
mot vai dac tinh noi bat cta Natalia, ban gai Phillip trong kich ban, la
dugc ldy cam hitng tir c6 ay. M6t vai canh trong kich ban duwgc rit ra tir
trdi nghiém cua t6i, va mét so t* Tom. Nhung la mot nha van, ban cha
yéu bi th6i thic phai tao ra duwgc nhitng nhan vat hap dan va mot cau
chuyén c6 strc thuyét phuc. Mot khi t6i va Tom quyét dinh duwgc minh
muoén chuyén tai diéu gi, ching t6i phai dinh hinh nhan vat theo mot
cach nhat dinh nao d6. Nhitng trai nghiém trong doi thuc dugce thém
that va chuyén d6i dén mirc ching khéng con la cua chung t6i nita.
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Nhitng nhan vat chinh trong Bai todn hai vdt trd thanh chinh ho, va day
1a nghé thuat.

Khi ching t6i bat dau tim mdt nha san xuat dé giup chung t6i dung Bai
todn hai vdt thanh mét bo phim, t6i nghi rang bo cong ra lam mot dy an
phim nho ciing dang day chit. Khi t6i trd lai Paris dé tiép tuc cong viéc
vGi Chaire d’Excellence vao thang 4 nam 2009, mot nguwoi ban cua toi,
nha toan hoc Pierre Schapria, da gi6i thiéu toi voi Reine Graves, mot
dao dién phim tré day tai nang. Nguyén la mot nguoi mau, trede day co
tirng dao dién mot vai phim tw nhan ngan, kha tao bao (mot trong s6 doé
da gianh giai thwong Pasolini tai Lien hoan phim Festival Censored
Film & Paris). Trong mot bita triva do Pierre sap xép, toi va co6 ay ngay
lap titc c6 cam tinh v&i nhau. Toi dé nghi chiing t6i cung lam mot bo
phim ngan vé toan hoc, va Reine rat thich y twéng dé. Vai thang sau,
khi duwgc hoi vé viéc nay, co dy ndi rang toan hoc la mot trong nhitng
linh vy it 6i cubi cing con sét lai ma ¢ d6 van ton tai niém dam mé
chan thyre. 1

Khi ching t6i bat dau tung ra cac y twong, t6i duwa Reine xem mot
vai bitc anh toi chup trudc day, trong dé t6i cé vé (bang cong nghé so)
cac hinh xam la nhitng cong thitc toan hoc trén co thé ngudi. Reine rat
thich, va ching t6i quyét dinh sé lam mo6t bd phim cé dinh dang dén
hinh xam mot cong thic.

Xam minh, nhw mot hinh thitc nghé thuat, cé6 nguén goc tir Nhat
Ban. To6i da dén Nhat Ban ca chuc lan (dé lam viéc véi Feigin, ngwoi
thuong st dung thoi gian he cia minh @ Pai hoc Kyoto) va toi bi van
héa Nhat quyén rii. Khong c6 gi ngac nhién, Reine va to6i huwéng tdi
dién anh Nhat Ban dé tim cam hitng. Mot bo phim nhan dé Nghi thuc
cua Tinh yén va Cdi chét, cia nha van Nhat Ban ndi tiéng Yukio
Mishima, dya trén truyén ngan cta 6ng. Mishima ty dao dién va dong
vai chinh trong do.
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B0 phim den trang, va né dién ra trén mot san khau cach diéu moc
mac von la dac treng cua kich Noh Nhat Ban. Bo phim khong c6 16i
thoai, nhung c6 nhac nén lay tir v& opera Tristan va Isolde ctia Wagner.
Co hai nhan vat: mot si quan tré ctia Boi can vé Hoang gia, Trung uy
Takeyama, va Reiko vg anh. Nhitng ngwoi ban cua vién si quan nay da
dan dung mét vu ddo chinh, nhung bat thanh (& day b6 phim am chi
nhitng sw kién c6 that dién ra vao thang 2 nam 1936, diéu Mishima
nghi la c6 anh hwéng bi tham t6i lich st Nhat Ban). Vién trung ty dugc
lénh hanh quyét cac tha pham cia vu ddo chinh, mot viéc ma anh
khong thé lam - vi ho la ban than cia anh. Nhung anh ciing khong thé
khong tuan 1énh Hoang dé. Cach duy nhat thoat khéi chuyén nay la
thure hién nghi 1€ ty sat, seppuku (hay harakiri - mé bung tu sat).

Mac du chi kéo dai hai mwoi chui phit, nhung bo phim khién t6i
xtc dong sau sac. T6i c6 thé cam nhan dwoc sy manh liét va trong sang
trong nhan quan cua Mishima. Man trinh dién ctia 6ng day sttc thuyét
phuc, twoi méi, va khong gi c6 thé bién gidi. Ban c6 thé khong dong y
vGi nhitng y twdng cua 6ng (va thyc té nhan quan ctia 6ng vé moi lién
hé mat thiét giita tinh yéu va cai chét, cling khong hdp dan t6i), nhing
toi cuwe ky kinh trong tac gia vi tinh cach qua v manh mé va khong thoa
hiép cta 6ng.

B0 phim ctia Mishima di ngwoc lai v@i nhitng quy dinh thuong
thay trong dién anh: n6 la phim cam, chi c6 dong chit viét & nhitng
doan chuyén “phan canh” cuia bo phuin dé giai thich nhitng gi sap xdy ra
tiép theo. NO c6 tinh kich nhiéu hon; cac canh dwgc dan dung can than,
vd&i rat it van dong. Nhung t6i bi quyén rii bdi nhitng dong chdy ngam
cta cam xuc. (Luc d6 toi con chwa biét téi sy giong nhau dén ky quai
gitta cai chét ctia chinh Mishima va nhitng gi da xdy ra trong bo phim
cua ong.)

C6 1é bo phim cong huwdong vdi toi qua nhiéu badi vi Reine va t6i
cling dinh thtr lam mot b phim khong theo théng 1€, dé noi vé toan hoc
theo cach ma chwa ai tirng n6i. T6i cam thay rang Mishima tao ra dugc

https://thuviensach.vn



mot khudn kho va ngon ngtr thim my méi ma ching t6i dang tim kiém.
Toi ben goi dien cho Reine.

“Toi vita mdi xem xong b0 phim ctia Mishima,” t6i noi, “that
tuyét voi. Ching ta nén lam mot bé phim gidéng nhuw thé.”

“Puoc,” c6 ay dap, “nhung no sé noi ve cai gi?”

Dot nhién, nhitng tir ngt bat dau tudn ra tir miéng toi. Moi thit cuc
ky ro rang.

“Mot nha toan hoc sang tao ra mot cong thitrc cua tinh yéu,” toi
noéi, “nhung sau d6 anh ta kham phd ra mat trai ctia cong thitc ay: n6 cé
thé duwgc st dung cho céi ac ciing nhw cho cai thién. Nha toan hoc nhan
ra rang anh ta phdi gidu cong thirc kia di dé n6 khdi roi vao tay ké xau.
Va anh quyét dinh xam né 1én minh cia ngwdi phu nit ma anh yéu.”

“Nghe c6 vé hay day. Thé anh nghi ching ta nén dat tén né la gi?”

“Hum... Nhitng nghi thitc cia Tinh yéu va Toan hoc thi sao nhi?”

Va nhu thé, y twdng cia bo phim ra doi.

Chung t6i hinh dung vé né nhw mot an duy, ham y rang mot cong
thitc toan hoc c6 thé dep, nhw mét bai tho, hay mot ban nhac. Y twong
nay can vién t¢i khong phai tri ndo ma la tric giac va phu tang. Hay dé
nguwoi xem tredc hét cdm nhdn vé né chit khong phai hiéu né. Ching
toi nghi rang viéc nhan manh nhitng yéu t6 nhan van va tinh than cia
toan hoc sé giup khoi ggi tri to mo ctia ngudi xem.

Toan hoc va khoa hoc néi chung thuwong bi xem la nhitng thit kho
khan va té ngat. Thuc ra, qua trinh sang tao ra nhitng diéu m@i mé trong
toan hoc la mot cudc theo dudi day dam mé, mot trdi nghiém ca nhan
sau sac, chang kém gi sang tao nghé thuat va am nhac vay. N6 doi hoi
tinh yéu va sy cong hién, mot cudc chién dau véi cai chwa biét va vai
chinh ban than minh, khoi goi nhitng xic cdm manh mé. Va nhitng
cong thitc ma ban kham pha ra thyc sy deo dang tam tri ban, ciling
giong nhw viéc xam minh trong bo phim vay.
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Trong bo phim cta chung t6i, c6 mot nha toan hoc kham pha ra
“cong thitc cda tinh yéu”. Di nhién, day la mot an du: chdng ta luén co
gang dat téi sy hiéu biét day da va ro rang nhat, dé biét vé moi tha.
Trong thé gigi thue, ching ta phai an bai v&i nhitng tri thitc va hiéu biét
riéng phan, chua day da. Nhung diéu gi sé xdy ra néu cé ai do c6 thé
tim ra Chan ly t6i hau; va diéu gi sé xdy ra néu no lai c6 thé dugce dién
ta béi mot cong thitc toan hoc? B6 han phai 1a cong thitc cda tinh yéu.

Henry David Thoreau da viét vé nd rat dep:*

Ménh dé khac biét va dep dé nhat caa bat ky chan ly nao cudi cung ciing phai c6 dang mot
cong thitc toan hoc. Chung ta c6 thé gian luge nhitng quy tac cta triét ly dao ditc, cling nhv ctia

s0 hoc, sao cho chi mét cong thitc thoi cling co thé dién ta duwgc ca hai.

Tham chi néu mot céng thitc don nhat khong du quyén nang dé
giai thich dwgc moi thit, thi cong thitc toan hoc ciing la cach dién dat
tinh tiy nhat, linh hoat nhat, va t6i wu nhat cac chan ly da dugc nhan
loai biét dén. Chung chuyén tai v6 van kién thitc quy gia, khong chiu
anh huwéng cda nhitng mot thoi thwgng nhat thoi, va ching truyén dat
cung mot y nghia cho bat ky ai lién hé t6i ching. Nhitng chan ly ma
ching biéu dat 1a nhitng chan ly tat yéu, nhitng c6t moc vitng chac cta
thyre tai dan dwong cho nhan loai vugt thoi gian va khong gian.

Heinrich Hertz, nguwdi chitng minh dwgc sy ton tai cta séng dién
tlr va tén ong hién nay duwgc dung dé dat tén cho don vi cua tan so, da
biéu 16 sy bang hoang ctia 6ng theo cach sau:*® “Tryc gidc mach bao
ban rang cac cong thitc todn hoc ton tai khach quan va c6 mot tri tué
riéng ctia ching, rang ching théng thai hon ching ta, tham chi thong
thai hon ca nhitng nguoi da kham pha ra chung.”

Hertz khong don dbc trong cdm nhan ctia minh. Hau hét nhitng
ngwoi lam toan déu tin rang cac cong thitc va y twdng toan hoc séng
trong mot thé gigi tach biét. Robert Langlands da viét rang toan hoc
“thwong dén duwdi dang an y, mot ta ggi y rang toan hoc, va khong chi
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nhitng khai niém co ban cta no, ton tai doc 1ap vdi chiing ta. P6 1a mot
quan niém khé chap nhan, nhung mot nha toan hoc chuyén nghiép that
kho cé thé 1am viéc ma khong cé n6.”* Biéu nay duge huwdng @ng baoi
nha toan hoc 16i lac khac, Yuri Manin (thay hwéng dan cta Drinield),
nguwoi Jnéi vé mot “mong canh cda Lau dai Toan hoc vi dai, nam sirng
sitng dau d6 trong Thé gidi cac Y niém cua Platon, th duge cac nha
toan hoc cam cui va hét long lam viéc dé kham pha (chit khéng phai
sang tao ra)”.1=

Twr goc nhin nay, thi cac nhom Galois dugc khdm phd ra béi than
dong toan hoc Phap Galois chit khéng phai dwgc anh sdng tgo ra. Con
trdc khi anh lam dwgc diéu do, thi khai niém nay van nam dau do
trong cac khu vuon bi bé bua mé & thé gidi y niém cda toan hoc, cho
doi dugc phat hién ra. Tham chi néu cac bai bdo ctia Galois bi that lac,
va anh khong nhan dugc danh gia xiing dang cho kham pha ctia minh,
thi chinh nhitng nhém do ciling sé dugc ngudi khac kham pha ra.

Doi lap v6i diéu nay la nhitng kham pha & nhitng linh vie khac
trong no lyc di tim cadi mdi cua loai ngwoi: néu Steve Jobs khong quay
trd lai Apple, thi ching ta c6 thé khong bao gio biét dén iPod, iPhone,
va iPad. Nhitng cach tan trong cong nghé khac ciing c6 thé dugc tao ra,
nhung khéng c6 1y do gi dé ky vong rang chinh nhitng yéu t6 kia sé tim
thay bdi ai d6 khac. Dai lai, cac chan 1y toan hoc la chac chan sé dugc
phat hién.

Thé gidi ma trong dé cac khai niém va y twéng toan hoc cuw ngu
thuong duwgc goi la thé gidi Platon cta toan hoc, theo tén nha triét hoc
Hy Lap Plato, ngudi dau tién l1ap luan rang cac thuc thé toan hoc la doc
lap vé&i nhitng hoat dong cua ly tri ching ta."® Trong cu6n sach The
Road to Reality (Pwong tGi thue tai) cia minh, nha vat ly toan noi tiéng
Roger Penrose viét rang nhitng ménh dé toan hoc thudc vé thé gidi
Platon cta todn hoc “chinh la nhitng sy thuc khach quan. Néi rang mot
ménh dé toan hoc nao do ton tai trong thé gidi Platon, nghia la né ding
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vé mat khach quan.” Twong ty nhw vay, cac khai niém toan hoc “ton tai
trong thé gigi Platon badi vi ching la nhitng khai niém khach quan”.t!

Giong nhw Penrose, toi tin rang thé gigi Platon cta toan hoc ton tai
tach biét vai thé gidi vat chat va thé gidi tinh than.

Chang han, ta hdy xét Pinh ly cu6i cung cia Fermat. Penrose da
dat cau hai mot cach hoa my trong cudn sach cia o6ng rang liéu “ching
ta chap nhan quan diém ché rang ménh dé cua Fermat luén ding, ti da
lau trwdc khi Fermat ddt ra né, hay sy ding dan ctia né la mot van dé
thuan tdy van hoa, phu thudc vao nhitng tiéu chuan chti quan ctia cong
dong toan hoc?”"2 Dya vao truyén thong dugce ton trong 1au doi caa lap
luan bang phdn chitng (reductio ad absurdum), Penrose chi ra rang viéc
di theo cach giai thich chi quan nhanh chéng dan chiing ta t&i nhitng
ménh dé “hién nhién v6 ly”, va diéu nay nhan manh sy doc 1ap cua tri
thic toan hoc vdi bat ky hoat dong nao ctia con nguoi.

Kurt Godel, v6i nhiéu céng trinh - dac biét l1a dinh 1y bat toan noi
tiéng - da cach mang hoa logic toan hoc, la nguwdi dé xwéng quyét liét
quan diém ndy. Ong viét ring cac khai niém toan hoc “tao thanh mot
thue tai khach quan ctia riéng ching, chiing ta khong thé sang tao hay
thay doi thuc tai dy, ching ta chi c6 thé nhan thitc va mé td né ma
thoi.”™™ No6i cach khac, “toan hoc mo ta mot thyc tai phi cam tinh, né
ton tai doc lap v6i nhitng hoat dong cling nhw vdi cac thién hwéng tri
tué ctia con nguwdi va chi cé thé duge nhan thitc va c6 18 1a khong day
du, bai tri tué con nguwoi.”*=

Thé gidi Platon cuia todn hoc ciling ton tai doc lap vGi thyc tai vat
ly. Chang han, nhu chiing ta da thao luan trong chwong 16, cong cu cia
cac ly thuyét chuan ban dau duwgc phat trién béi cac nha toan hoc ma
khong hé c6 lién hé gi vdi vat ly ca. Thuc té, hoa ra chi c6 ba trong so
cac mo hinh do6 la mo ta duwgc cac luc da biét cta tw nhién (lyc dién twr,
lyc hat nhan yéu va manh). Ching twong tng v&i ba nhém Lie (lan lwot
la nhom duwong tron, SU(2) va SU(3)), tham chi mac du ludn co ly
thuyét chuan cho bdt ky nhém Lie nao. Céc ly thuyét chuan gan véi cac
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nhom Lie ma khong phai ba nhém trén déu hoan toan mang tinh toan
hoc, nhung ta chwa hé biét ching c6 moi lién hé nao vai thé gidi thuc
ca. Hon nita, chiing ta ti'ng no6i vé nhitng mé rong siéu doi xing cua
cac ly thuyét chuan nay, nhitng tht ma ching ta c6 thé phan tich bang
toan hoc madc du siéu do6i xing van chuwa dugce tim theay trong tu nhién,
va rat c6 thé la n6 khong ton tai. Nhitng mo hinh twong tuw ciing c6 y
nghia vé mat toan-hoc trong mét khong-thdi gian c6 so6 chiéu khac bon.
Co rat nhiéu vi du khac vé cac ly thuyét toan hoc phong pha khong hé
c6 moi lién hé tryc tiép véi bat ky loai thye tai vat 1y nao.

Trong cudn sach Shadows of the Mind (Nhitng cai bong cua tri
tué), Roger Penrose néi vé tam giac nhuw la: thé gidi vat chat, thé gigi
tinh than, va thé gidi Platon cta toan hoc.”® Chung tach biét nhung lai
xoan bén vao nhau mot cach sau sac. Ching ta van chwa hoan toan hiéu
hét chiing lién két v&i nhau nhu thé nao, nhwng cé6 mot diéu ré rang la:
moi thé gidi d6 anh hudng sau sac theo nhiéu cach téi cudc song cia
ching ta. Tuy nhién, trong khi tat cd ching ta déu danh giad cao tam
quan trong cta thé gidi vat chat va tinh than, rat nhiéu ngudi trong
chiing ta van vui vé vo tw 10 di thé gidi toan hoc. T6i tin rang khi chiing
ta thitc tinh trurde thure tai an gidu ay va st dung dwoc sitc manh san c6
nhung chwa dwge khai thac cia nd, né sé dan dat xa hoi cia ching ta
t¢i mot budc nhdy mang tam cd cia cudc Cach mang Cong nghiép.

Theo quan diém cua t6i, tinh khach quan cua tri thitc toan hoc
chinh la nguén géc cho nhitng tiém nang vo bién cta n6. Dac tinh nay
phan biét todn hoc véGi bat ky loai hoat dong tri tué nao khac cua con
nguwoi. Toi tin rang hiéu duwgc diéu gi an sau dac tinh nay sé soi sang
nhitng bi an sau sac nhat cta thyc tai vat ly, cia y thitc, va nhitng quan
hé qua lai gitra chiing. No6i cach khac, cang tiép can gan thé gigi Platon
cta toan hoc, ching ta sé cang c6 thém nang luyc dé hiéu thé gidi xung
quanh va vi tri cua minh & trong do.

That may, khong gi c6 thé ngan ching ta nghién cttu sau hon nita
thue tai Platon nay va hop nhat né véi cudc song cua minh. Diéu thuc
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st an twgng do la tinh dan chd von cé cda toan hoc: trong khi mot so
phan cua thé gigi vat chat va tinh than c6 thé dugc moi nguoi nhan thirc
va gidi thich theo nhitng cach khac nhau, hodc tham chi mot s6 nguoi
khong thé tiép can dwgc, thi cac khai niém va phwong trinh toan hoc lai
dwgc nhan thitc nhat quan va thudc vé tat ca chung ta mot cdch binh
ddng. Khong ai c6 thé doc chiém tri thitc todn hoc; khong ai c6 thé
tuyén bo mot cong thitc hay mot y twédng toan hoc la phat minh cda
riéng minh; khong ai c6 thé 1dy bang sang ché cho mdt cong thic! Vi
nhu Albert Einstein, cling khong thé nhan bang sang ché cho cong thirc
E = mc’. D6 la bai vi, néu ding, mot cong thitrc toan hoc biéu thi mot
chan ly vinh cttu vé vii tru. Do vay, khong ai c6 thé tuyén bé quyén sé
hitu c4 nhan doi vGi cong thitc do; nd 1a tai san chung ma ching ta cung
chia sé."2 Du giau hay nghéo, da den hay da trang, tré hay gia - khong
ai c6 thé 1ay di cac cong thitc dé khoi ching ta. Khéng co th gi trén
thé gian nay sau sic va thanh nha dén thé ma lai san c6 cho tat ca moi
nguoi.

Phéng theo Mishima, & chinh gitta nén trang tri m6c mac trong v&
Nhitng nghi thirc cua Tinh yéu va Toan hoc la mot birc thw phap 16n
treo trén twong. Trong bo phim caa Mishima, bitc thw phap dé viét chi
shishei: tinh chan that. Bo phim ctia 6ng ban veé tinh chan that va danh
dy. BO phim ctia ching t6i la vé chan ly, 1é di nhién ching toi nghi rang
bttc thw phdp cia minh nén néi vé chan ly. Va ching t6i quyét dinh
khong viét n6 bang tiéng Nhat ma bang tiéng Nga.

Tw “chan ly” c6 thé dich thanh hai tir trong ti€ng Nga. Tt quen
thudc hon la pravda, néi dén sy that, nhw la mot mau tin (va do vay né
dugc chon lam tén cho td bao chinh thitc cia Bang cong san Lién X0).
T con lai, istina, c6 nghia sau sac hon, la chan triét ly. Chang han,
khang dinh rdng nhom cac doéi xing cua mot chi€c ban tron la mot
duwong tron la pravda, nhung khang dinh vé Chuong trinh Langlands
(trong treong hop ma no dugc chitng minh) thi lai la mot istina. RO
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rang, chan ly khién nha toan hoc phai hién sinh chinh ban thadn minh
trong bo phim la istina.

Trong bo phim ctia minh, ching t6i mudén phan anh khia canh dao
dirc cua tri thirc toan hoc: mot cong thirc mang strc manh cuc ky to 16n
cling c6 thé cé mat trai cia né, va c6 nguy co tiém tang dwoc st dung
cho céi ac. Hay nghi vé nhom cac nha vat ly 1y thuyét vao dau thé ky
20 c0 gang tim hiéu cau tric cua nguyén ti. Nhitng gi ho nghi la theo
dudi khoa hoc hoan toan thuan tdy va cao thwgng lai vo tinh dan tGi
viéc kham phé ra bom nguyén tit. N6 mang lai cho ching ta rat nhiéu
diéu thién, nhuwng cling mang lai biét bao nhiéu cudc tan pha va chét
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choéc. Ciing giong nhu thé, mot cong thitc todn hoc duge kham pha ra
nhw 1a mot phan trong cong cudc tim kiém tri thitc ctia ching ta, cling
c6 thé 1a mot hiém hoa. Mac du cac nha khoa hoc nén dwoc tu do theo
dudi nhitng y twéng ctia minh, toi cling tin rang ching ta can c6 trach
nhiém lam moi thit c6 thé dé dam bao rang cac céng thitc dugc kham
pha ra khong bi stt dung dé lam diéu ac. Diéu dé gidi thich tai sao trong
b6 phim ctia ching t6i, nha toan hoc lai san sang chét dé bao vé cho
cong thirc do khong bi roi vao tay ké xau. Viéc xam no la cach dé anh
che giau no va dong thoi cling dé dam bao cho su song s6t ctia no.

Bé&i vi chwa xam minh bao gid, nén t6i phai hoc vé qua trinh do.
Ngay nay, cac hinh xam dwgc thyc hién bang may, nhung trong qua
khit (& Nhat Ban) cac hinh xam dwgc tré bang mot thé tre - mot qua
trinh dai hon, va dau dén hon. T6i nghe n6i c6 thé tim dwgc nhitng tiém
xam minh & Nhat Ban van st dung ky thuat c6 xwa nay. D6 cling chinh
la cach lam ma chung t6i giGi thiéu trong bo phim.
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Cong thitc nao sé dong vai tro la “cong thirc cua tinh yéu” trong

phim la mot cau haéi quan trong. N6 phai da phic tap (xét cho cung thi
né la cong thirc cua tinh yéu kia ma) nhung ciing phai da tham mjy.
Chuing t6i mudn truyén dat rang mot cong thitc todn hoc c6 thé dep ca
vé ndi dung lan hinh thitc. Va t6i mu6n né la cong thitc ctia minh.

Tim “vai” cho cong thirc cua tinh yéu, t6i tinh co gdp cong thirc
nay:
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N6 chinh la cong thic (5.7) trong mot bai bao dai mot tram trang
véi nhan dé, Instantons Beyond Topological Theory I (Cac hat instaton
bén ngoai ly thuyét topo I), ma t6i viét vao nam 2006 cung vé6i hai
nguoi ban than, Andrey Losev va Nikita Nekrasov.

Phuong trinh nay cé vé nhw gém ghiéc dén no6i néu ching t6i lam
mot bo phim ma trong do toi viét cong thitc nay lén bang va co gang
gidi thich y nghia cia né, thi c6 Ié hau hét moi ngudi sé bo chay hét
khoi rap. Nhung nhin né dudi dang mot hinh xam lai ggi ra mot phan
tng hoan toan khéac. N6 thyc sy kich thich moi ngwoi: ai cling muén
biét n6 c6 y nghia gi.

Vay né cé y nghia gi? Bai bdo ctia ching t6i la phan dang dau tién
trong mot chudi cac bai ma chung t6i viét vé mot cach tiép can mai doi
v6i cac ly thuyét truong lwgng ti vGi cac “instanton” - dé 1a nhitng cau
hinh ctia cac trwong véi nhitng tinh chat rat dang chd y. Mac du cac ly
thuyét treong lwgng tir da thanh cong trong viéc mo ta chinh xac tuwong
tac gitta cac hat co ban, nhwng van con rat nhiéu hién twgng quan trong
ma chiing ta khong may hiéu biét. Chang han, theo mé hinh chuan, cac
proton va neutron moi hat déu tao thanh tir ba quark, ma ta khong thé
tach ba hat d6 khéi nhau. Trong vat 1y, hién twgng nay dugc biét dén la
st cam tu. Hién van con thiéu sy giai thich thoa dang vé mat 1y thuyét
cho hién twgng nay, va rat nhiéu nha vat 1y tin rang cac hat instanton
nam git* chia khéa dé giai quyét bi an do. Tuy nhién, trong cach tiép
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can thwong thay cua cac ly thuyét treong lwgng ti, cac instanton that sw
kh6 nam bat.

Ching t6i dé xuat mot cach ti€p can mdi la doi véi cac ly thuyét
trrong lwong t¥ ma ching toi tin 1a sé gitip hiéu ré6 hon vé nhitng anh
hwéng manh mé cda cac instanton. Cong thitc trén biéu thi mot hang
dang thitc day kinh ngac gitta hai cach tinh mét ham twong quan & mot
trong nhitng 1y thuyét cta chiing t6i."2 O thdi diém kham phd ra no,
chung t6i khong may may biét rang né sé s6m duwgc chon lam cong
thirc cua tinh yéu.

Oriane Giraud, nghé si tao hiéu &ng dac biét ctia chiing t6i, rat thich thu
v0i cong thitc nay, nhung lai noi la né qua phuc tap cho mot hinh xam.
Toi da don gidn hdéa cac ky hiéu, va né xuat hién trong bé phim cta
ching t6i nhu thé nay:
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Canh xam minh trong b phim c6 y dinh mudn thé hién niém dam

mé trong nghién ctru toan hoc. Trong khi xam, nha toan hoc hoan toan
tach minh khoi thé gidi. Vi anh, cong thitc nay da thyc sy tré thanh
mot van deé sinh ta.

Viéc quay canh nay khién ching t6i mat rat nhiéu thoi gian. N6
lam kiét qué ca vé thé xac lan tinh than cua t6i va Kayshonne Insixieng
May, dién vién dong vai Mariko. Chung t6i hoan thién canh quay nay
lic gan nira dém vao ngay quay cudi cung. Sau moi thit ma ching t6i
da cung nhau vuot qua thi day la mot thoi diém ngap ‘tran cdm xuic doi
v0i khoang 30 nguoi trong doan lam phim.
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Pugc Quy Fondation Sciences Mathématiques de Paris tai trg, budi
cong chiéu dau tién cua bd phim dién ra vao thang 4 nam 2010, ¢ nha
hat Max Linder Panorama, mot trong nhitng nha hat tot nhat Paris. D6
la mot thanh cong. Nhitng bai bdo dau tién vé bo phim bat dau xuat
hién. Tap chi Le Monde da goi Nhirng nghi thttc cua Tinh yéu va Todn
hoc 1a “m6t bo phim ngan gay an twgng sau sac”, “gidi thiéu mot cai
nhin lang man bat thwong vé cac nha todn hoc”. Con tap chi New
Scientist thi viét:2

B0 phim that tuyét voi, rat dang xem... Néu muc tiéu cta Frenkel 1a mang nhiéu nguwdi hon nita
dén vdi todn hoc, thi anh c6 thé ty chiic mirng ban than vé thanh cong cia tac pham. Cong thitc
cda tinh yéu, thyc ra la mét phién ban don gian héa cia mét phwong trinh ma anh da viét trong
mot bai bao cong bé nam 2006 vé ly thuyét treong lwgng tir ¢6 tén “Cac hat instanton bén
ngoai ly thuyét topo I”, sé nhanh chéng dwgc xem - néu khong hiéu - bdi mét lwgng 16n khan

gia hon nhiéu so véi cach tiép can khac ctia né.

Theo 10i cta tap chi Tangente Sup™2 ctia Phap, thi bé phim sé “hap
dan nhitng ngwoi von nghi rang toan hoc thi d6i 1ap hoan toan véi nghé
thuat va thi ca”. Trong thong tin phu luc kem theo bai bao, Hervé
Lehning da viét:

Trong céac nghién citu toan hoc ctia Edward Frenkel, d6i xitng va déi ngau c6 vai tro rat quan
trong. Chiing c6 bén quan véi Chuwong trinh Langlands, véi muc tiéu bac cau giira ly thuyét s6
va cac biéu dién cia mot s6 nhém nao d6. Chua dé rat triru twgng nay thue su da c6 nhitng ¢ng
dung, chang han nhu trong ly thuyét mat ma... Néu y twdng d6i ngau qua quan trong vdéi
Frenkel nhu vay, nguoi ta co thé dat cau hoi liéu anh c6 nhin thay mét doi ngau gitta tinh yéu
va toan hoc, nhu twa dé bo phim cua anh da khoi goi. Cau trd 10i cia anh cho cau hoi nay da ro

rang. Vi anh, nghién cttu toan hoc ciing giong nhi mot cau chuyén tinh yéu.
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Keé tir d6, bd phim da dugc trinh chiéu tai mot so lién hoan phim &
Phap, Tay Ban Nha, va California; ¢ Paris, Kyoto, Madrid, Santa
Barbara, Bilbao, Venice... Viéc trinh chiéu bo phim va hanh dong
quang ba tiép sau do6 da cho t6i co héi dé thdy dugc mot s6 diém khac
biét gitta “hai nén van héa”. Trudc tién, n6 dén dudi dang mot ci soc
van héa. Toan hoc cta t6i chi mot so it ngwdi c6 thé hiéu duwge can ké;
c6 1€, ban dau trén toan thé gidi chi khodng chuc nguwdi, khong hon.
Hon nita, b&i vi moéi cong thitc biéu thi mot chan ly khach quan, nén vé
ban chat chi c6 mét cach dé dién giai chan ly d6. Bai vay, cong trinh
toan hoc cua t6i cting dwgc nhan thive theo cuing mét cach végi bat ky ai
doc no6. Nhung trai lai, bo phim ctua chung toi c6 y dinh hudng tGi mot
lwong khan gia rong 16n hon: c6 hang nghin nguoi sé dugc xem noé. Va,
di nhién, moi ngudi sé dién giai n6 theo cach riéng cida ho.

Dbiéu ma t6i hoc dwgc tir chuyén nay, do6 la ngudi xem luon la phan
khong thé thiéu trong mét dw an nghé thuat; sau cung thi tit ca déu phu
thudc vao doi mat ctia ké ngam nhin. Mot ngudi sang tao nghé thuat
khong thé ap dat y chi ctia minh t&i cdm nhan cta ngwoi xem. Nhung di
nhién, ching ta c6 thé dwoc huwéng loi tir diéu nay, bdi vi khi chia sé
quan diém cta minh, chiing ta cing tré nén hoan thién.

Trong bd phim cia ching t6i, m@ dau bo phim Mariko viét mot
bai tho tinh cho nha toan hoc. Vao cu6i bé phim, khi anh xam cong
thitc, thi d6 chinh la cach anh dén dap lai: véi anh, cong thitc nay la
minh chitng tinh yéu ctia anh. N6 cé thé mang cung mot niém dam mé
va cam xuc nhu mot bai tho, do vay do la cach chiing ta chi ra sy twong
dong gitta toan hoc va thi ca. V&i Nha toan hoc, d6 1a mén qua cua anh
cho tinh yéu, la san pham cua tri tué, niém dam mé va tri twéng twong
cta anh. N6 cling giong nhu anh viét mot bitc thu tinh cho c6 ay vay -
hay nhé vé chang trai tré Galois viét nhitng phuong trinh vao dém cudi
cua doi minh.

Nhuwng co dy la ai? Trong bdi canh cua thé gidi than thoai ma
ching ta hinh dung, c6 ay la hién than cia Chan ly Toan hoc (do vay
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tén co6 la Mariko, nghia la “chan ly” trong tiéng Nhat, va diéu nay giai
thich tai sao twr istina lai duwgc dung dé viét trén birc thw phap treo trén
twong). Tinh yéu cua nha toan hoc danh cho c6 c6 y nghia la tinh yéu
cua anh v&i Toan hoc va Chan ly, ma anh da hy sinh ban than minh cho
ching. Nhung c6 dy phai sdng sét va mang theo cong thitrc ctia anh,
cling nhu c6 sé lam vd&i nhitng dira con cua anh. Chan ly Toan hoc la
vinh ctru.

Liéu Toan hoc c6 thé la ngén ngit cua tinh yéu hay khong? Mot s6 khan
gia khong dé dang chap nhan y twdng vé mot “cong thitc cia tinh yéu”.
Chang han, cé ngudi da noi vdi t6i sau khi xem bd phim rang “Logic
va tinh cdm khéng thé di cung v&i nhau. D6 1a ly do tai sao ching ta
ndi rang tinh yéu la mu quang. Vay thi lam thé nao ma mot cong thirc
tinh yéu c6 thé van hanh dugc?” Thyc té, nhitng tinh cadm va cdm xtc
cta ching ta thuwong xuat hién mot cach phi 1y tinh (mdc du cac nha
khoa hoc vé nhan thitrc sé néi véi ban rang mot vai khia canh cda th
phi ly tinh biéu kién nhw thé thyc té c6 thé dugc mo ta bdi toan hoc).
Bdi vay, téi khong tin rang c6 mot cong thirc c6 thé miéu ta hay giai
thich dugc tinh yéu. Khi t6i néi vé moi lién hé giira tinh yéu va toan
hoc, t6i khong c6 y néi rang tinh yéu co thé dwgc quy gian vé toan hoc.
Ma quan diém cta t6i la todn hoc ham chita nhiéu diéu hon so véi hau
hét ching ta twdng twong. Ngoai ra, todn héc cho ching ta mét kha
nang duy ly va cong tinh dé yéu nhau va yéu thé giéi quanh ta. Mot
cong thitc toan hoc khong thé giai thich dwgc tinh yéu, nhwng né co thé
mang trén minh trong trach cua tinh yéu.

Nhuw nha tho Norma Farber viét:1&

Hady lam cho t6i mét tinh yéu trdc tro...

Va day dwa t6i hét cudc nay dén cudc khdc.

Qua la toan hoc dwa ching t6i “hét cudc nay dén cudc khac”, va chirc
nang tinh than sau sac phan 1én chwa dugc kham pha ctia né la nam &
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day.

Albert Einstein ciling viét: “Tat ca nhitng ai nghiém tic theo dudi
khoa hoc déu bi thuyét phuc rang c6 mot linh hon nao d6 hién hién
trong cac dinh luat cia Vii tru - mot linh hon cao ca hon rat nhiéu so
vdi linh hén ctia con ngudi, va mot khi doi mat véi nd, chung ta, vGi
nhitng kha nang rat khiém t6n ctia minh, lu6n cam thay la ké hen
mon.”™ Va Isaac Newton cfing biéu 16 cdm nhan ctia minh giong nhw
thé: “Ca nhan t6i thdy minh chi 1a mot diva tré con choi dua trén bai
bién, thinh thoang phat hién dwgc mot hon s6i nhan nhui, hay mot vo so
xinh xinh, trong khi treéc madt toi la ca mot dai dwong chan ly bao la
con chuwa dugc kham pha. &l

Udéc mo cua toi la mot ngay nao do tat ca ching ta sé tinh thirc
tredc hién thue an gidu nay. Va co 1é sau doé ching ta mdi c6 thé gat
sang mot bén nhitng khac biét ca nhan va tap trung vao nhitng chan ly
sau sac thong nhat ching ta. Sau d6, giong nhw nhitng dita tré no dua
trén bai bién, cdm thay ngac nhién truéc vé dep hai hoa dén siing s ma
ching ta kham pha ra, roi cing nhau chia sé va gitr gin.
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Méy bay cua t6i ha canh xudéng san bay Logan & Boston. B¢ la
thang 1 nam 2012. T6i sap dén dw Ho6i nghi Lién hgp thuwong nién cta
Hoi toan hoc My (AMS) va Hiép hoi Toan hoc MY, t6i da dwgc moi t6i
day dé doc bao cao Bai giang chuyén dé AMS 2012. Nhitng bai gidng
nay dugc trinh bay thwong nién ké tr nam 1896. Nhin lai danh séach
nhitng bao cdo vién truedc dé va cha dé cac bao cao cta ho cling giong
nhuv tham lai lich si ctia toan hoc trong thé ky truéc: John von
Neumann, Shiing-Shen Chem, Micheal Atiyah, Raoul Bott, Robert
Langlands, Edward Witten, va rat nhiéu nha toan hoc vi dai khac. Toi
cam thay that vinh dy va nho bé khi dwgc 1a m6t phan cta truyén thong
nay.

Viéc quay trd lai Boston da goi lai trong t6i bao ky trc. Lan dau
tién toi ha canh xudng Logan la thang 9 nam 1989, khi t6i t&i Harvard -
xin muon lai cai tén ctia bo phim néi tiéng, Tir nwtdc Nga vdi Todn hoc.
Khi d6, t6i m@i chi hai mwoi mot tudi, con chwa biét trong doi vao
nhitng gi, va diéu gi sé xay dén. Ba thang sau, truédng thanh rat nhanh
trong thai ky hon loan do, toi trd lai Logan dé tir biét Boris Feigin,
ngwoi thay hwdng dan t6i, sap quay vé Moscow, va ban khoan ty hoi
rang liéu minh con c6 thé gap lai anh ay nita hay khéng. Thuc té thi, sy
cOng tac trong toan hoc va tinh ban ctia chiing t6i van tiép tuc phat trién
tot dep.

Thoi gian t6i & Harvard héa ra lai kéo dai hon rat nhiéu so véi ky
vong: nhan bang tién si mot nam sau do, dwgc bau vao Hoi cac hoc gia
Harvard (Harvard Society of Fellows) va vao ky cudi cung cua t6i & do,
t0i dwgc bd nhiém lam pho gido sw & Harvard. Ro6i, nam nam sau khi
t6i Boston, t6i boi hoi chd doi cha me va gia dinh em gai t6i bay dén
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Logan, dé dinh cu tai My cung t6i. Ho song & vung Boston ké tir do,
nhung toi thi lai roi di vao nam 1997, sau khi Pai hoc California &
Berkeley dua ra 16i dé nghi ma t6i khong thé tir chaéi.

T6i van thuwong ghé tham Boston dé gap gia dinh minh. Thuyec t€,
noi ¢ cta cha me t6i chi cach Trung tam hoi nghi Hynes vai khoi nha
noi Hoi nghi Toan hoc Lién hgp noi trén dién ra, do vay ho sé c6 co hoi
lan dau tién tryc tiép thdy toi lam viéc. Mot mén qua mdi tuyét voi lam
sao - toi c6 thé chia sé trdi nghiém nay vGi gia dinh minh. “Chao mirng
vé nha!”

Hoi nghi Lién hop c6 t6i hon 7.000 ngwdi dang ky tham gia - gan
nhw 1a cude hdi hop toan hoc 16n nhat tw truede téi gio. Rat nhiéu nguoi
trong so6 ho dén nghe bai gidng ctia t6i, t0 chitc trong mdot hoi trwong
khong 16. Cha me t6i, em gai toi va chau toi ngoi & hang ghé dau. Bai
giang noi vé cong trinh chung gan day cua t6i v4i Robert Langlands va
Ng6 Bao Chau. N6 la két qua ctia ba nam cong tac gitta ching t6i, 1a c6
gang cua chung to6i dé phat trién xa hon nhitng y twéng cua Chuong
trinh Langlands.*

“Chuyén gi sé xdy ra néu ching ta lam mot bo phim vé Chuong
trinh Langlands nhi?” T6i hoi cac thinh gid. “Khi d6 nhw bat ky ngudi
viét kich ban nao ciling sé ndéi vgi cac ban, ching ta sé phai vat 1on vai
nhitng cau héi kiéu: diéu gi dang bi de doa? Sé c6 nhitng nhan vat nao?
Mach truyén sé ra sao? Cac xung dot sé nhw thé nao? Va ching sé duoc
giai quyét thé nao?”

Moi nguoi trong thinh phong déu cuwdi. Toi néi vé André Weil va
phién da Rosetta ctia 6ng. Chiing toi tiép tuc mdt hanh trinh qua cac luc
dia khac nhau cua thé gidgi toan hoc, xem xét cac moi lién két bi an gitra
chung.

Moi ct bam vao diéu khién cac slide tiép theo trong bai thuyét
trinh cua t6i lai dwgc chiéu 1én bon man hinh khong 16. Moi slide dién
ta ti'ng buwdc nho trong cong cudc truy tim tri thitc khong c6 hoi két cua
chuing t6i. Ching ta ludn suy tw vé nhitng van dé vinh cttu cua chéan ly
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va cai dep. Va cang hiéu biét nhiéu vé toan hoc - cai vii tru an gidu ky
bi dy - ching ta cang nhan ra minh mdi biét it 6i lam sao, con biét bao
nhiéu thit dang nam & phia trwdc. Hanh trinh cta chiing ta van sé con
tiép dién.
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Téi xin cam on DARPA va quy Khoa hoc Quéc gia da ho trg mot

sO nghién cttu cua toil dwgc mo6 ta trong cudn sach nay. Cudn sach dugc
hoan thién trong khi t6i la giao su ¢ vien Nghién cuu Khoa hoc Co ban
Miller cua Pai hoc California & Berkeley.

Toi xin cam on biéen tap vien T.J. Kelleher va bién tap vién dy an
Melissa Veronesi ¢ Basic Books vi nhitng hwéng dan rat chuyén nghiép
cua ho.

Khi lam cu6n sach nay, to6i da cé nhitng cudc thao luan rat bo ich
vOi Sara Bershtel, Robert Brazell, David Eisenbud, Marc Gerald,
Masako King, Susan Rabiner, Sasha Raskin, Philibert Schogt, Margit
Schwab, Eric Weinstein, and David Yezzi.

Toi cling xin cam on Alex Freedland, Ben Glass, Claude
Levesque, Kayvan Mashayekh, va Corinne Trang da doc mdt s6 phan
cta cudn sach & nhitng giai doan khac nhau va dwa ra nhiéu 16i khuyén
hitu ich. T6i cling rat biét on Andrea Young vi da chup cac bitc anh vé
“tro 1at coc” dugce st dung trong chwong 15.

Toi xin danh 10i cdm on dac biét t¢i Thomas Farber vi rat nhiéu
nhitng y kién sau sac va 10i khuyén cua 6ng, va téi Marie Levek vi da
doc ban thao va dat ra nhiéu cau héi goi md giip t6i hoan thién cach
trinh bay & nhiéu cho. Cha t6i, Vladimir Frenkel, da doc rat nhiéu ban
nhap cda cudn sach va nhitng y kién déong gép cta ong la vo gia.

T6i mac ng nhitng nguwdoi thay, ngwoi hwéng dan va nhiéu nguwoi
khac da giup do toi trong hanh trinh ctia minh, t6i hy vong, nhitng cong
on dy hién 1én rd rang trong cau chuyén ma t6i da ké.

Trén tat cd, t6i xin danh long biét on sau sac cho cha me, Lidia va
Vladimw Frenkel, tinh yéu va sy ung ho cua hai ngwoi da giup toi dat
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duwgc tat ca nhitng thanh turu cia minh. T6i xin danh tang cudn sach nay
cho ho.
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CHU THICH

Chwong 2. BAN CHAT CUA POI XUNG

W Trong phan thdo luan nay chung ta st dung cum tir “d6i xing
ctia mot vat” nhw mot thuat ngt* chi mét phép bién doi cu thé nao do
bao toan vat, chang han nhw phép quay mot chiéc ban. Ching ta sé
khong néi “déi xitng ctia mot vat” dé biéu thi tinh chat déi xitng cta vat
do.

2 Néu chung ta str dung phép quay theo chiéu kim dong ho, ta van
thu dugc cung mot tap hgp cac phép quay: phép quay mot goc 90° theo
chiéu kim dong ho thi cting chinh la phép quay ngugc chiéu kim dong
h6 mot géc 270°. Cac nha toan hoc thuwdng quy wdc st dung cac phép
quay nguoc chiéu kim déng ho, nhung day chi la van deé lya chon.

& Piéu nay nghe c6 vé du thira khong can thiét, nhung ta khong
chi don thuan té ra la qua ti man. Ching ta dwa thém né vao, dé cho
nhat quan. Chung ta n6i rang mot doi xing la mot phép bién doéi bat ky
ma bao toan vat, va phép déng nhat 1a mot phép bién doéi nhw vay.

Pé tranh nham lan, t6i muén nhan manh rang trong phan thao ludn
nay chung ta chi quan tam dén két qua cudi cung ctia mot phép doi
xirng cho truede. Nhitng gi ma ta tac dong 1én vat trong ca qua trinh la
khong quan trong, chi cac vi tri cudi cung cua tat ca cac diém trén vat
mdi la quan trong thoi. Chang han néu ta quay chiéc ban mot géc 360°,
thi tat ca cac diém trén ban sé trd vé nguyén vi tri ban dau. Tuwong tu
nhu vay, mot phép quay 90° theo chiéu kim dong ho cling chinh la phép
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quay ngwgc chiéu kim dong hé mot goc 270°. Mot vi du khac, gia st ta
day chiéc ban trugt trén san theo huwéng nao dé6 mot doan dai 10 mét roi
kéo nguoc né trd lai 10 mét, hodc chuyén chiéc ban sang phong khac
r6i lai mang n6 vé. Cho dén khi nao né con dwgc dat nguyén vi tri ban
dau va moi diém cta né van gilt nguyén vi tri, thi nhitng viéc lam thé
nay ciing duwgc coi la ciing mot doi xirng nhu doi xitng dong nhat vay.

4 Co mot tinh chat quan trong ma hop thanh ctia cac doi xirng thoa
man, dugce goi la tinh chat két hop: cho ba doi xitng S, S’ va §”, 1ay hop
thanh ctia ching theo hai thw tw khac nhau, (S0 S’) o S”vaSo (S’ o
S”) thi ta van thu dwoc cung mot két qua. Tinh chat nay dwoc liét ké
trong dinh nghia chinh thitc cia m6t nhém nhw mét tién dé. Ta khong
nhac dén né trong phan chinh van cda cudén sach bgi vi v6i nhitng
nhom ma ching ta xét dén thi tinh chat nay hién nhién dwgc thdéa man.

& Khi nhac dén cac doi xitng cia mét chiéc ban vuong, ching ta
thdy rang that tién lgi néu déong nhat bon déi xing véi bén goc cta
chiéc ban. Tuy nhién, sy dong nhat nhw thé phu thudc vao s Iya chon
mot trong cac dinh - d6 la dinh biéu dién do6i xitng dong nhat. Mgt khi
dinh nay da duwgc chon, qua that ching ta c6 thé dong nhat moi doi
xitng vGi dinh ma d6i xing nay lam bién doi dinh dwoc chon téi dinh
d6. Diém han ché do6 la néu chon mét dinh khac dé biéu dién do6i xitng
dong nhat, chiing ta sé thu dwgc mét sy dong nhat hoan toan khac. Do
vay tot hon la nén phan biét nhitng doi xitng ctia chi€c ban véi cac
diém trén chiéc ban dé.

€ Tham khao, Sean Carroll, The Particle at the End of The
Universe: How the Hunt for the Higgs Boson Leads Us to the Edge of a
New World, Dutton, 2012.

2 Nam 1872, nha toan hoc Felix Klein st dung y twéng cho rang
cac hinh dang dwgc xac dinh béi nhitng tinh chat déi xing ctia ching
nhu la xudt phat diém cho Chwong trinh Erlangen c6 anh huwéng rat sau
rong cta o6ng, trong d6 ong tuyén bo rang cac dac diém noi bat cta bat
ky hinh hoc nao ciing dugc xac dinh bdi mot nhom doéi xing. Chang
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han, trong hinh hoc Euclid, nhém déi xitng ctia n6 bao gém tat ca cac
phép bién do6i ctia khong gian Euclid ma bao toan khodng cach. Nhitng
phép bién do6i nhu thé la hgp thanh ctia cac phép quay va cac phép tinh
tién. Con cac hinh hoc phi Euclid thi twong &ng v6i cac nhém déi xitng
khac. Diéu nay cho phép chiing ta phan loai cac hinh hoc kha di bang
cach phan loai cac nhém doi xirng lién quan.

& Piéu d6 khong c6 nghia néi rang mot ménh dé toan hoc khong
c6 nhitng khia canh can phai dién giai; chang han, nhitng cau héi kiéu
nhv m6t ménh dé da cho c6 tam quan trong nhw thé nao, dwgc wng
dung rong rai ra sao, c6 nhitng hé qua nao doi véi sy phat trién cua toan
hoc, v.v déu la nhitng chu dé can tranh ludn cd. Nhung y nghia cta
ménh dé - titc 1a diéu chinh xac an chita trong no - thi khong can giai
thich néu nhuw né nhat quan vé mat logic. (Tinh nhit quan vé mat logic
ctia ménh dé thi khong can tranh cai, mot khi ta da chon mot hé tién de
c6 chita ménh dé dugc phat biéu trong dé.)

& Chu y rang moi phép quay ciling lam nay sinh mot doi xitng cta
bat ky mot vat tron xoay nao, chang han nhw mot chiéc ban tron. Bai
vay, vé nguyeén tac, ta c6 thé néi vé maot biéu dién ctia nhém cac phép
quay bang nhitng déi xitng cta chiéc ban tron thay vi mot mat phang.
Tuy nhién, trong toan hoc, thuat ngit “biéu dién” dwgc danh riéng cho
tinh hudng ma trong d6 mot nhém cho treeéc lam ndy sinh cac d6i xing
ctia mot khong gian n-chiéu. Nhitng doi xi*ng nay phai la cac phép bién
doi tuyén tinh theo cach goi ctia cac nha toan hoc, mot khai niém sé
dugc gidi thich ¢ chu thich 2, chvong 14.

1 V6i phan tr g bat ky ctia nhém céc phép quay, ky hiéu S 1a doi
xirng twong ng cua khong gian n-chiéu. N6 phai 1a mot phép bién doi
tuyén tinh doi vdi bat ky phan ti* g nao, va thoa man tinh chat: trudc
hét, v6i bat ky cdp phén tit g, h nao ctia nhom, doi xing S, phéi bang
hop thanh cta hai doi xing S, va S,. Sau nita, doi xtng twong tng véi
phan ti* don vi ctia nhom phai la doi xitng dong nhat cia mat phang.
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Ll Sau nay, ngwoi ta kham pha ra rang con cé ba quark nita, goi la
“duyen”, “dinh” va “day”, va cac phan-quark twong wng.

Chwong 3. BAI TOAN SO NAM

L2 Cling c6 mot giao duwong Do Thai ban chinh thitc ¢ Marina
Rosha. Tinh hinh da dwgc cai thién sau perestroika khi c6 nhiéu gido
dwong va cac trung tdm cua cong dong Do Thai dugc md ra tai
Moscow va cac thanh pho khac.

Chwong 5. NHUNG MANH MOI CUA
LOT GIAI

L3 Cau chuyén vé Pai hoc Nhan dan Do Thai va chi tiét vé cai chét
cta Bella Muchnik Subbotovskaya duwgc ké lai trong cac bai bao cta
D.B. Fuchs va cac tac gia khac trong M. Shifman (ed.), You Failed Your
Math Test, Comrade Einstein, World Scientific/2005.

b1 Néu dat bén don vi 1én dinh cta bén khac, va bé di nhitng tdam &
gitta, ta sé thu dugc bén ban dau sau khi riat ngan cac sgi day lai. Diéu
nay c6 nghia la két qua ctta viéc cong mot bén b vdi bén don vi cho ta
lai chinh bén b.

b3 Pay la hinh anh cia phép cong mot bén va anh doi xitng guong
cua no.
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Bay gio, trong bén dwgc vé ¢ bén phai cuaa hinh trén, ta kéo sgi

day vdi hai dau mat & “dinh” ngoai cung bén phai vé bén phai. N6 sé
cho ta bén bén trai dwéi day. Sau do, lam y hét nhw vay vdi hai dau soi
day & dinh thir ba cua bén nay. N6 cho ta bén bén phai ¢ hinh dudi.
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Tiép theo, ta kéo sgi day tai diém dau va diém cudi ¢ dinh thit hai
sang bén trai. Trong bén thu dugc c6 vé nhw cé sy chong chéo gitta day
thit nhat va thit hai. Nhung day chi 1a do gidc: bang cach kéo sgi day
th hai qua bén phai, ta sé loai bé dwogc ngay sw chong chéo nay.
Nhitng buwdc lam nay duge vé & hinh duéi day. Bén thu dugc, & bén
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phai cia hinh dwéi, chinh l1a bén don vi ma ta da thay & trén. Chinh xac
hon, dé thu dugc bén don vi, chiing ta can kéo thang cac sgi day, nhung
viéc nay phdi théa man nhitng quy tac cua ta (ta nén thu ngan cac sgi
day, do vay bén cta ching ta sé c6 cung do cao vGi bén ban dau). Chu
y rang khong cé budc nao ¢ trén chiing ta cat hodc khau cac sgi hodc
cho phép sgi nay di xuyén qua sgi khac.
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L Pay la co hoi tét dé thdo ludn vé sw khac biét gitta “dinh nghia”
va “dinh ly”. Trong chuong 2, chung ta da dua ra dinh nghia ctia mot
nhom. Cu thé 1a m6t nhém la mot tap hgp duwoc trang bi m6t phép toan
(thwong duwgc goi la phép hop thanh, phép cong hay phép nhan, tuy
hoan canh) théa man nhitng tinh chat (hoac tién dé) sau: c6 mét phan tir
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don vi trong tap hgp (theo nghia da giai thich trong chwong 2); moi
phan tr trong tap hgp c6 mot phan t¥ nghich dao; va phép toan trén tap
hop dé phai thoa man tinh chat két hgp mo ta ¢ cha thich 4, chwong 2.
Mot khi da dwa ra dinh nghia nay, khai niém nhém la c6 dinh, mét lan
va mai mdi. Ching ta khong dwoc phép thay doi nita.

Bay gio, vai mét tap hop cho tredc, ta thiv trang bi cho né cau tric
ctia mot nhém. Diéu nay c6 nghia la ta sé xay dung mot phép toan
trong tap hgp nay, va chitng minh rang phép toan dé thoa man tat ca
cac tinh chat liét ké & trén. Trong chwong nay, chiing ta lay tap hop tat
ca cac bén vébi n sgi (ta dong nhat cac bén thu dugc bang cach xoan,
van, kéo cac sgi day, nhw da gidi thich trong phan chinh van cta cudn
sach), va xay dung phép toan cong hai bén bat ky nhu vay theo quy tac
da mo ta trong phan chinh van. Khi d6, Pinh ly ctia ching ta sé la ménh
de khang dinh rang phép toan nay thdéa man tat ca cac tinh chat ké trén.
Chitng minh ctia dinh ly nay bao gobm mot phép kiém tra tryc tiép
nhitng tinh chat d6. Ta da kiém tra hai tinh chat dau tién (xem chud thich
2 va 3 bén trén) va tinh chat cudi cung (tinh két hop) tw khac théa man
qua cach xay dung phép cong hai bén.

w Bdi vi mot trong nhitng quy tac cua ta la mot sgi day khong
duwgc quan roéi chinh no, do vay sgi day don 1é ctia ching ta chi cé thé
dwgc kéo thang tir dinh ¢ tdm trén cing xudng dinh twong (ng & tam
dwdi. D1 nhién, n6 c6 thé di theo mot duwong phitc tap, giong nhw con
dwong vong quanh nii hay mét dwong phé quanh co vong véo, nhung
bang cach rit ngan sgi day lai, néu can thiét, ta c6 thé lam cho né di
thang xudng duwdi. No6i cach khac, nhém B chi bao gobm mot phan tt,
chinh 1a phan t& don vi (n6é cling la nghich ddo cta chinh minh, va la
két qua ctia phép cong vGi chinh né).

= Theo ngdn nglt toan hoc, ta néi rang “nhém bén B, dang cau véi
nhom cac s6 nguyén”. Diéu nay c6 nghia la c6 mét twong tng 1-1 gitra
hai nhém - titc la ta gan cho moi bén s6 choéng chéo cua né - do vay
phép cong cia cac bén (theo nghia da dién giai & trén) sé twong tng vGi
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phép cong thong thuwong ctia cac s6 nguyén. That vay, dat hai bén
chong 1én nhau, ching ta thu dugce bén méi cé sé chong chéo bang véi
tong cac s6 gan va4i hai bén ban dau. hon nita, bén don vi, khong xay ra
st chong chéo nao, twong ng vdi so6 nguyén 0, con viéc 1ay bén nghich
dao thi twong tng vGi viéc 1ay s6 d6i ctia mot s6 nguyén.

1 Tham khdo, David Garber, Braid group cryptography, trong
Braids: Introductory Lectures on Braids, Configurations and Their
Applications, trang 329-403, World Scientific 2010, c6 thé tim thdy trén

& Tham khao, Graham P. Collins, Computing with Quantum
Knots, Scientific American, thang 4 nam 2006, trang 57-63.

£l De Witt Sumner, Claus Ernst, Sylvia J. Spengler, va Nicholas R.
Cozzarelli, Analysis of the mechanism of ADN recombination using
tangles, Quarterly Review of Biophysics, so 28, thang 8 nam 1995,
trang 253-313.

2 Mot ménh dé chinh xac hon, ma ching ta sé thao luan trong
chwong 9, néi rang nhém bén 1a nhém co bdn ctia khéng gian géom n
diém phan biét khéng c6 thi ty trén mat phang. Pay la mot cach giai
thich hitu ich tap hgp n diém phan biét, khong cé thit ty trén mat phang
thong qua cac da thic bac n. Xét mot da thic monic bac hai: X’ + ax +
a, v6ia, va a, la cac so phitc (¢ day tr “monic” c6 nghia la hé sé cta x
c6 lly thira cao nhat trong da thitc, titc 1a x%, bang 1). Pa thitc nay cé
hai nghiém, ciing la cac s6 phttc, va ddo lai nhitng nghiém nay xac dinh
mot da thitc monic bac hai duy nhat. Cac s6 phttc c6 thé dugc coi la cac
diém trén mat phang (xem Chuwong 9), do vy mdt da thitc monic bac
hai véi hai nghiém phéan biét thi cling la mot cap hai diém phan biét
trén mat phang.

Twong tw, mot da thitc monic bac n, x* + a_x™ +...+ ax + a,, vOi
n nghiém phic phan biét thi cling chinh 1a mot tap hop n diém phan
biét trén mat phang - titc cac nghiém ctia né. Coé dinh mét da thitc nhw
thé, chang han nhu: (x - 1)(x - 2)...(x - n), v6i cac nghiém la 1, 2, 3,...
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n. Mot duong trong khong gian ctia cac da thiic nhw vay, bat dau va két
thic tai da thiéc (x - 1)(x - 2)...(x - n), c6 thé duge hinh dung nhv mot
bén vd&i n sgi, moi sgi la quy dao cia mot nghiém cu thé. Do vay ta
thdy rang nhom bén B_la nhom co ban cia khdng gian cac da thic bac
n voi cac nghiém phan biét (xem chuong 14).

2 'V&i moi chd chong chéo cua hai sgi day, ta gan cho n6 +1 néu
sgi di xudng tir bén trai nam bén dwdi sgi di xuong tir bén phai; ta gan
-1 néu xay ra diéu ngwgc lai. Chang han, xét bén sau:
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Khi cong nhitng con s6 nay lai (+1 va -1) trén tat ca nhitng cho
chong chéo, ta thu dugc s6 chong chéo ctia bén da cho. Néu chiing ta
c6 thé xoan van sgi day, ching ta luén cong hay trtr di cing mot luwgng
+1 cling nhu -1 chong chéo, do vay tong s6 chong chéo khong thay doi.
DPiéu nay c6 nghia la tong so6 chong chéo la hoan toan xdc dinh: né
khong thay doéi khi ta xoan van bén.

24 Chd y rang tong s6 chong chéo ctia mot bén thu dwgc bang cach
cong hai bén bang véi tong s6 chong chéo cua hai bén dé. Bdi vay,
phép cong hai bén c6 tong s6 chong chéo bang 0 sé lai la mot bén vai
tong s6 chong chéo bang 0. Nhém con giao hoan tit B’ bao gom tdt ca
cac bén nhw vay. Theo mot nghia chinh xac hon, n6 la phan khong giao
hoan 16n nhéat cia nhém bén B .

1 Khai niém s6 Betti c6 nguon goc ban dau trong hinh hoc topo,
linh vire toan hoc nghién cttu nhitng tinh chat noi bat ctia cac dang hinh
hoc. Cac s6 Betti cia mot dang hinh hoc da cho, nhw mét duong tron
hodc mdt mdt cau, chang han, tao hanh mdt chubi cac con so, b, b,
b.,... mdi so trong d6 c6 thé bang 0 hodac mot s6 tw nhién. Vi duy, déi véi
mot khong gian phang, nhv mot dwong thang, mot mat phang, v.v thi
b,= 1, va tdt ca cac so Betti khac déu bang 0. No6i chung, b, 1a s6 cac
thanh phan lién thong cia dang hinh hoc dé6. Béi v6i duwong tron, b, = 1,
b, = 1, va tdt ca cac sb Betti con lai bang 0. Thuc té, b, s6 Betti dau
tién, bang 1 phan anh sy ton tai cia mot thanh phan mot chiéu khong
tam thwong. V6i mat cau, b, =0, b, =0, b, = 1, va cac s6 Betti khac déu
béng 0. O day b, phan 4nh sy ton tai ctia thanh phan hai chiéu khong
tam thwong.

Cac s0 Betti ciia nhém bén B, duwogc dinh nghia nhu la s6 Betti ctia
khong gian cac da thitc monic bac n, véi n nghiém phan biét. Cac sé
Betti cia nhém con giao hoan tit B’ 1a cac s6 Betti cia mot khong gian
c6 lién quan mat thiét. N6 bao gom tat ca cac da thirc monic bac n, véi
n la s6 nghiém phan biét va thém mot tinh chat dé la biét thirc cua
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ching (binh phwong cua tich tat ca cac hiéu giira tat ca cac cap nghiém)
nhan mot gia tri c6 dinh khac 0 (chang han, ta c6 thé n6i rang gia tri do
bang 1). Vi du, biét thic cta da thitc x* + ax + a, bang a - 4a, va cling
c6 mot cong thitc twong tw cho moi sé n.

T dinh nghia d6 ta suy ra rang biét thitc cia mot da thirc bang 0
néu va chi néu né cé nghiém boi. B&i vay, biét thitc cho ta mot anh xa
tir khong gian tat ca cac da thitc monic bac n vGi n nghiém phan biét tGi
mat phang phitc bo di diém 0. Nhw vay, ta thu dwgc mét “théd” cua
khong gian nay trén mat phang phic bo di goc toa do. S6 Betti cia B’
phdn anh théng tin vé topo cta bat ky thd nao trong s6 do (xét trong
khong gian topo thi ching la nhw nhau), trong khi s6 Betti cia B, phan
anh théng tin vé topo cta toan bd khong gian. Khao khat hiéu dwoc
topo cua nhitng thé nay da tao dong lwc khién Varchenko giao bai toan
nay cho t6éi ngay tit ban dau. D€ biét thém vé cac so Betti va cac khai
niém lién quan nhw dong diéu va doi dong diéu, doc gia c6 thé doc cac
cuon sach nhap mén sau:

William Fulton, Algebraic Topology: A First Course, Springer,
1995.

Allen Hatcher, Algebraic Topology, Cambridge University Press,
2001.

Chuong 6. NHA TOAN HQC TAP SU

L Mot s6 ngwoi suy doan rang Fermat c6 thé da bip bgm khi dé lai
nhitng dong ghi bén 1é cudn sach co6. Toi thi khong nghi nhw vay; t6i
cho rang 6ng da thwc s mac mot sai lam gi d6. Cho du thé nao, chiing
ta cling phai biét on 6ng - may dong ghi ngan ngui ctia 6ng bén 1é sach
ro rang da c6 mot anh huwdng tich cye t6i sy phat trién ctia toan hoc.
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21 Chinh xac hon, t6i da chitng minh rang véi moi wéc s6 d cua n,
sO Betti tht g, véi g = n(d - 2)/d , bang ¢(d), va vGi moi wdc so d cia n
- 1, s0 Betti thit g, v6i g = (n - 1)(d - 2)/d, cling bang ¢(d). Tat ca cac so6
Betti khac ctia B’ bang 0.

s Nam 1985, Mikhail Gorbachev 1én nam quyén, va ngay sau dé
ong da dwa ra chinh sach perestroika. Trong chirng myc ma toi biét,
viéc phan biét doi xir mang tinh hé thong doi vGi cac thi sinh Do Thai &
ky tuyén vao Mekh-Mat nhu t6i da trdi qua da chdm ditt vao khoang
nam 1990.

1S, Zdravkovska, va P. Duren, Golden Years of Moscow
Mathematics, American Mathematical Society, 1993, trang 221.

L Nha toan hoc Yuly Ilyashenko da bién luan rang su kién nay la
mot chat xuc tac cho sy xuat hién cua chinh sach bai Do Thai & Mekh-
Mat, trong bai phéng van co6 twa dé la The black 20 years at Mekh-Mat,
cong bo trén trang Polit.ru ngay 28 thang 7 nam 2009:

http: / / www.polit.ru/ article /2009/07/28/ ily ashenko2

L1 Cau hoi 1a tim xem c6 bao nhiéu cach dé ghép doi cac cap canh
cia mot da gidc déu 4n canh lai v6i nhau dé thu dwogc mot dién
Riemann c6 giong la n. Trong chwong 9, chiing ta sé thdo luan mot
cach cu thé dé lam diéu dé khi ching ta dong nhat cac canh doi dién
cua da giac lai vGi nhau.

Chwong 7. LY THUYET THONG NHAT
LON

21 Gi4 st ton tai cac sO tw nhién m va n sao cho V2 =m/n. Ta c6 thé
gid st rang cac s6 m va n la nguyén t6 cung nhau ma khéng hé lam
giam tinh tong quat; tic la ching khéng dong thoi chia hét cho bat ky
sO ti nhién nao ngoai 1. Néu khong, chiing ta c6 thé viét m = dm’ va n
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= dn’ va nhuv vy V2 = m’/n’. Qua trinh nay c6 thé duoc 1ap lai, néu
can, cho tGi khi ta thu dwgc hai s6 nguyén t6 cung nhau.

Do vay, ta gia st rang V2 = m/n, v6i m, n 1a hai s6 nguyén t6 cung
nhau. Binh phuong ca hai vé dang thitc trén, ta dwgc 2 = m*n’. Nhan ca
hai vé v6i n? ta c6 m?> = 2n’. T day suy ra rang m la s6 chan vi néu né
1é thi m? cling 1é, diéu nay mau thuan végi cong thirc trén.

Néu m chan, thi m = 2p vdi p la s6 tw nhién nao dé. Thay vao
cong thitc trén ta thu dwoc 4p? = 2n?, do vay n* = 2p’. Nhung nhu thé c6
nghia la n cling phai la s6 chan, theo cung cach ly luan ta da st dung dé
chitng té m chan. Do vay ca m va n déu chan, diéu nay mau thuan véi
gid st cia chiing ta rang m va n nguyén td cung nhau. Do d6 hai s6 m,
n nhu thé khong ton tai.

bay la mot vi du tot vé “phép chitng minh bang phan chirng”. Ta
bat dau v6i ménh dé doéi nguwgc véi dieu ma ching ta dang cd gang
chithg minh (trong trudng hop nay, ching ta bat dau véi gia dinh rang
V2 1a mdt s6 hitu ti, didu d6i ngwge v6i ménh dé ma ta can ching
minh.) Néu diéu nay suy ra mot ménh deé sai (trong treong hgp cuda ta
no suy ra rang ca m va n déu la s6 chan, mac du ta da gia st rang ching
la nguyén t6 cung nhau), khi dé ta két luan rang ménh dé ma ching ta
dwa ra ban dau cling la sai. Do vy, diéu ma ta muén chithg minh (titc
V2 khong phai 1a mot so hitu ti) 1a dung. Ta sé stz dung lai phwong phap
nay trong chuwong 8: trudc tién, khi ching ta thdo luan vé phép chiing
minh cho Pinh 1y cudi cung cia Fermat), va sau do, nhu trong chu
thich 6, khi chiing ta duwa ra phép chithg minh cta Euclid rang c6 nhiéu
v6 han cac s6 nguyén to.

2 Vi du ta hdy nhan hai s6 sau 1/2 + V2 va 3 - V2. Don gian ta chi
can pha ngoac:

%H@(3_@)=§.:;-%.@+@.3_@-@.
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Nhung vV2.V2 = 2 nén bang cach nhém nhitng s6 hang dong dang,
ching ta thu duwogc dap so sau:

1 1 5
~V2+3V2-2=-2-4+2V2.
2 2" 2

Pay la mot s6 c6 cung dang vdi hai s6 ban dau, nén n6 thudc hé

bO | Qo

thong s6 m@i ctia ching ta.

4 Chuing ta chi xét nhitng doi xitng cta hé théng s6 ctia ta ma
twong thich v6i cac phép toan cong va nhan, nhw la 0 chuyén thanh 0, 1
chuyén thanh 1, nghich dédo cong tinh thanh nghich ddo cong tinh va
nghich ddo nhan tinh thanh nghich ddo nhan tinh. Nhwng néu 1 chuyén
thanh 1 thi 2 = 1+1 cling phdi chuyén thanh 2. Nhuw thé, tat ca cac sb ty
nhién dugc gitt nguyén, va nhitng nghich ddo cong tinh, nhan tinh cta
ching cling vay. Do do tat ca cac s6 hitu ti déu bat bién dudi tac dong
cta nhitng doi xitng do.

= De thay rang doi xitng nay twong thich vgi phép cong, phép trtr,
phép nhan va phép chia. Ta sé thir v&i phép cong. Xét hai s6 khac nhau
trong hé thong s6 mdi ctia ching ta la:

/ f
x+yvV2 and 2 +9y'V2,
Vi x,y, x’, y’ la cac so hitu ti. Cong chung lai, ta dwoc:

[:c +y\/§] + (x" +y/ \/Q] = (x+2") +(y+y) V2.

Ta c6 thé ap dung déi xitng cua ta lén ching va thu duoc:

x—yv?2 and 2 —y'Ve,

Bay gid néu cong ching lai vdi nhau:
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[.1 }w/_] ( —v\/ﬁ]:(:{:+x’)—(y+y’)\/§,

Ta thdy rang két qua thu dugc ding bang so6 ta nhan dugc khi ap
dung doi xirng 1én téng ban dau:

[w+2)+(y+y) V2~ [w+x)=(y+y) V2.

No6i cach khac ta c6 thé ap dung doi xitng nay 1én titng so roi cong
ching lai. Hodc ta c6 thé cong ching lai trwdc, sau lay doi xing 1én
tong. Két qua thu dugc sé nhu nhau. Pay chinh 1a ngu y khi ta néi doi
xurng cua ta la tvong thich voi phép toan cong. Twong ty nhu vay, ta co
thé kiém tra rang doi xitng cua ta cling twong thich ca vGi cac phép toan
trtr, nhan va chia.

4 Vi du, trong treong hop tredng sé thu duge bang cach gop thém
V2 vao treong s6 hitu ti, nhom Galois bao gom hai phan ti: phan ti
don vi va déi xitng hoadn d6i v2 va —v2. Ky hiéu phan t¢ don vi la I va
doi xitng hoan déi V2 va —v/21a S.

Cong thitc cu thé cho phép toan hgp thanh hai doi xitng nay cé
dang:

[ol=1, [o§=§, Sol=S§,

Va cong thitc tha vi nhat la:
SoS =1
That vay, néu ching ta hoan d6i V2 va —v2 r6i lam nhw thé mét lan
nita, két qua cudi cung sé la phép dong nhat:

:1:+y\/§ - x—y\/i - x—(—y\@:x{y\@.

Chung ta da m6 ta mot cach day da nhom Galois cta trudong s6
nay: né bao goém hai phan t, I va S, va hgp thanh ctia chiing duwgc cho
bdi cac cong thirc trén.
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&1 Vai nam truedc dé, Niels Henrik Abel da chitng té dugc rang c6
mot phuwong trinh badc nam ma khong gidi dwge bang can thitc (Joseph
Louis Lagrange va Paolo Ruffini cling da c6 nhitng dong gop quan
trong trong do6). Tuy nhién, chitng minh ctia Galois lai tong quat hon va
mang tinh cot 10i hon. Dé biét thém vé nhom Galois va lich st phong
phu cua viéc giai cac phvong trinh da thirc, moi xem Mario Livio, The
Equation That Couldn’t be Solved, Simon & Schuster, 2005. (Bdn dich
Viét ngir cia Pham Vdn Thiéu véi nhan dé Ngon ngit cia doi xirng -
NXB Tré, 2014)

i Tong quat hon, xét phwong trinh ax’* + bx + ¢ = 0 vGi cac hé sb
hitu ti a, b, c. Cac nghiém x, va x, cia né dugc cho boi cong thic:

I . e
~b+Vb%-4ac ~b-Vb%-4ac
gy and  x9= .
20 2a

Néu biét thitc b? — 4ac khong phai 1a binh phwong ctia mot s6 hitu

ti, thi cac nghiém nay khong phai 1a s6 hitu ti. Do d6, néu ta gép cac

nghiém nay vao truong so hitu ti, ta sé c6 mot truong sé mdi. Nhom
cac doi xtng cta treong s6 maGi nay cling bao gom hai phan t: phan t
don vi va do6i xing hoadn doi hai nghiém x, va x,. N6i cach khac, doi

xitng nay hoan doi

Vb2 - 4ac

va

_ \,.--"IE}Z —4dac

Nhung dé mo td nhém Galois, chiing ta khong can viét ra cac cong
thirc twong minh cho cac nghiém. Thyc vay, vi bac ctaa da thitc bang 2,
nén chiing ta biét rdng c6 hai nghiém, va ky hiéu ching la x, va x,. Khi

do ta co:
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ax® +bx +c = alx— x1)(x —x9).
Pha ngodc ra, ta dugc
b
X1 +tX9 = ——
§

do vay
b
X9 = ———X]1
!

Ta cling co

c+bxq

(x1)? =-

a
bdi vi x, la mot nghiém ctia phwong trinh trén. Bdi vay, néu biét s6
khong phai la binh phwong ctia mot s6 hitu ti, thi tredng sé thu dugc
qua viéc gop thém x, va x, vao trudng so hitu ti bao gom tat ca cac so
c6 dang a + fx, vGi a, B 1a cac so hitu ti. Dudi tdc dong cua doi xing

hoén d6i x, va x,, s8 a+ Bxlrrtré’ thanh: . b \I
a+pxo=|a—p—|—pxy.
\ a)

Dboi xitng nay twong thich véi cac phép toan cdng, v.v. bdi vi cd x,

va x, déu cung la nghiém ctia mot phuong trinh vGi cac hé s6 hitu ti. Ta
nhan dwgc thong tin rang nhom Galois cua treong s6 nay bao gom doi
xitng dong nhdt va doi xitng hoan doi x, va x,. T6i nhan manh rang
chiing ta khong stt dung bat ky kién thitc nao vé cach biéu dién x, va x,

theo a, b va c.
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= PHé minh hoa quan diém nay, hdy xét, chang han phwong trinh x*
= 2. Mot trong nhitng nghiém ctia né la can bac ba cia 2 (3V2). Hai
nghiém con lai, 1a cc sd phitc, 3V20 va 3vV2w2, vii

1 V3
{U=§+?"w—1

(xem phan thao luan vé s6 phitc trong chwong 9). Truedng s6 nho nhat
bao gom ba nghiém nay ciing phdi chita binh phwong ctia chiing:

Vi=(5v2)? Viw

cling nhw cac ti s6 cta chiing la ® va w2 Do vay, c6 vé nhu dé xay
dung treong soO nay, ta phai gop thém tam s6 vao truong cac so hitu ti.
Tuy nhién, ta con c6 mot hé thirc:

1+{EJ'+L'U2 = (),

cho phép chung ta biéu dién w qua 1 + :
®? = -1-

T do6 ta cling co:

3\/5 {1,12 = —3\@—3\@&1, 3\/1 U.JQ = —3\@“ 3\/1 (.

Béi vay dé thu duwgc treong s6 cda ta, ching ta chi can gop 5 so
vao trueong cac so6 hitu ti: dé la

(e, 3\/5, 3\/5 o, 3\/’1
3\/1 (1)
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Do vay, mot phan tr tong quat ctia truong s6 nay, goi la tredng
phan ra cua phuong trinh x° = 2, sé 1a mot t6 hgp ctia 6 thanh phan: mot
sO hitu ti cong véi mot so hitu ti nhan véi (0 cdng v6i 1 so6 hitu ti nhan
vGi 3V2, v.v. Hay so sanh né vdi tredng phan rd cta x* = 2, bao gdbm hai
phan tr: mot s6 hitu ti cdng v6i mot s hitu ti nhan véi V2.

Ta da thdy & bén trén rang, cac phan ti thuéc nhém Galois cta
treong phan ra cua phuwong trinh x° = 2 hoan vi hai nghiém cua phuvong
trinh ndy, v2 va —v2. C6 hai hoéan vi nhv vay: mot hoan d6i hai nghiém
nay va phan tr don vi.

Twong ty nhuw vay, véi bat ky phuong trinh nao c6 hé s6 hitu ti,
ching ta dinh nghia treong phan ra ctia né la treong so thu duwgc bang
cach gop tat ca cac nghiém vao tredong so6 hitu ti. Bang suy luan giong
nhu Chu thich 3 & trén, bat ky d6i xitng nao cda truong s6 nay twong
thich v&i cac phép toan cong va nhan, cling gilt nguyén cac s6 hitu ti.
Bdi thé, dudi tdc dong ctia mot doi xing nhu vay, bat ky nghiém nao
cta phrong trinh nay cling chuyén thanh mot nghiém khac. Do dé ta
thu duvgc mot hoan vi cac nghiém. Trong trvong hgp cta phuong trinh
x* = 2, c6 ba nghiém da liét ké & trén. Dudgi tac dong cua moi hoan vi,
nghiém dau tién, 3V2, chuyén thanh nghiém bat ky trong ba nghiém;
nghiém thi¢ hai, 3V2w), chuyén thanh mot trong hai nghiém con lai; va
khi d6 nghiém thit ba, 3V2®® phai chuyén thanh nghiém con lai (mot
hoan vi phai la 1-1 dé c6 nghich dao). Béi vay, c6 thé c6 3.2 = 6 hoan
vi cho ba nghiém nay. Cac hoan vi nay lap thanh mot nhom, va héa ra
nhom nay la twong ng 1-1 v6i nhom Galois cua treong phan ra cua
phuong trinh x* = 2. Do do, ta thu dwgc mot mo ta twong minh vé nhom
Galois thong qua phép hoan vi cac nghiém.

Trong tinh toan & trén, ta da st dung cac cong thitc cu thé cho cac
nghiém cta phwong trinh. Nhung ciing c6 thé dwa ra mot cach 1ap luan
twong tw cho mot phuwong trinh bac ba bat ky véi hé so6 hitu ti, ma
khong can cong thitc cho cac nghiém biéu thi qua cac hé s cua no6. Két
qua thu duge nhu sau: ky hiéu cac nghiém ctua phuong trinh nay la x,,
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X, X,. Gia st rdng tat ca cac nghiém nay la vo ty. Tuy nhién, dé thay

rang, biét thitc ctia phwong trinh nay, dwgc dinh nghia bai:

2 2 2
(X1 —x9)"(x1 —x3)"(x2 —x3)",

lu6n la mot so hitu ti. Hoa ra néu can bac hai ctia né khong phai la

mot sO hitu ti, thi nhom Galois ctia treong phan ra cua phwong trinh

dang xét la nhém tat ca cac hoan vi ctia cac nghiém nay (do vay no bao

gom sau phan t¥). Néu can bac hai cta biét thitc 1a mét sé hitu ti thi

nhom Galois sé bao gobm ba phan tt: phan ti don vi, phan t& hoan vi
vong quanh

- - - -

va nghich dao cua no.

W Chang han, khong khé dé chi ra rang mdt phwong trinh bac nam
dién hinh (ttc 1a, phwong trinh véi n - 5), ma c6 5 nghiém, thi nhém
Galois ctia treong phan rd ctia né la nhém hoéan vi 5 con s6 d6. Moi
hoan vi la mot sy xdo lai 1-1 cac con so nay, giong nhw cach lam & hinh
duéi day.

Qua mdt hoan vi nhu vay, nghiém x, chuyén thanh bat ky nghiém
nao trong so 5 nghiém (c6 thé thanh ca chinh no), ta c6 5 cach chon, do
vay x, phai chuyén thanh 1 trong s6 4 nghiém con lai, x, thanh 3
nghiém con lai, v.v. Do do, két hop lai, c6 5.4.3.2.1 = 120 hoan vi, béi
thé nhém Galois c6 120 phan tt.
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(Nhom cac hoan vi cia mot tap n phan ti, con duwgc biét dén dwdi

tén goi nhom doi xing cua n ky tw, bao gom n! = n.(n - 1)... 2.1 phan
tr.) Khong giong nhue nhom Galois cua phwong trinh bac hai, bac ba,
va bac bon, n6 khong phai la mot nhém gidi dugc. Béi vay, theo 1ap
luan caa Galois, ching ta khong thé biéu thi dugc cac nghiém ctia mot
phwong trinh bac nam tong quat qua can thirc.

L1 Hién tai n6 c6 thé dugce tim thiy trén trang web cta vién Nghién
cttu cao cap Princeton.

http:// publications.ias.edu/sites/default/files/weil1.pdf

4 Trich lai t* hinh dnh c6 thé tim thay trong B swu tap Ky thuat
sO cua vién Nghién citu cao cap Princeton:

http://cdm.itg.ias.edu/cdm/ compoundobject/ collection/
coll12/id/1682/rec/1

Chwong 8. NHUNG CON SO THAN KY

1 Robert Langlands, chuwong Is there beauty in mathematical
theories? trong The Many Faces of Beauty, Ed. by Vittorio Hosle,
University of Notre Dame Press, 2013, c6 thé tim thay online &
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http://publications.ias.edu/sites/default/files/ND.pdf

“ Pé doc thém vé gia thuyét nay, xem bai bao sau sac sau: Barry
Mazur, Conjecture, Synthése, s6 111, 1997, trang 197-210.

= Pé biét thém veé lich st Pinh ly cudi cung cta Fermat, xem
Simon Singh, Fermat’s Enigma: The Epic Quest to Solve the World’s
Greatest Mathematical Problem, Anchor, 1998. Ban dich Viét ngit cua
Pham Van Thiéu va Pham Viét Hung, 2004, NXB Tré.

L Xem Andrew Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s last
theorem, Annals of Mathematics, s6 141, 1995, trang 443-551.

Richard Taylor va Andrew Wiles, Ring-theoretic properties of
certain Heck algebras, Annals of Mathematics, s6 141, 1995, trang
554-572.

Ho da chitng minh gid thuyét Shimura-Taniyama-Weil trong
treong hgp dién hinh nhat (goi 1a ntra 6n dinh), treong hgp nay héa ra
lai da dé gidi quyét Pinh ly cudbi cung cia Fermat. M4t vai nam sau,
nhitng treong hop con lai cta gid thuyét dugc chitng minh bai C.
Breuil, B. Conrad, F. Diamond va R. Taylor.

Béi vi bay gio n6 da dugc chitng minh, c6 1é dung hon nén goi gia
thuyét Shimura-Taniyama-VVeil 1a mot dinh ly. Va thyc t€, nhiéu nha
toan hoc gio da goi né la “dinh ly vé tinh modular” (modularity
theorem). Nhung thoi ci kho stra, va mot vai nguoi, trong do co toi,
van st dung tén goi cii cia nd. That mia mai, Pinh 1y cubi cung cta
Fermat luon duwgc nhac dén nhw mot dinh ly, mac du n6 la mét gia
thuyét. Han nhién, nguyén do cuia viéc nay la vi sy ton trong danh cho
khang dinh cia Fermat rang 6ng da chitng minh duwgc né.

& Néu N khong la mot s6 nguyén t6 thi ta cé thé viet N = xy véi
hai s6 tw nhién x, y nao d6 nam gitta 1 va N - 1. Khi d6 x khong cé
nghich ddo theo modun N. No6i cach khac, khong toén tai s6 tw nhién 2
nao nam gitta 1 va N - 1 sao cho

xz = 1 theo modun N.
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That vay, néu dang thirc nay thoa man thi chiing ta c6é thé nhan ca

hai vé véi y va thu duoc
xzy =y theo modun N.

Nhung xy = N, do vay V€ trdi la Nz, c6 nghia la y chia hét cho N.
Nhwng khi dé y khong thé nam gitta 1 va N - 1 dugc.

@ Chitng minh duwgc cho la cua Euclid nhe sau. Ta ap dung
phuong phap “phan chitng” da st dung trong chwong nay khi thao luan
vé viéc chitng minh Binh 1y cubi cung cia Fermat.

Gid st rang c6 hitu han s6 nguyén t6, p,, p,,..., p,- Xét s6 A thu
duoc bang cach lay tich cda ching réi cong véi 1: A = p..p,...p,+1. T6i
khang dinh rang, né la mét s6 nguyén t6. Ta sé chitng minh diéu nay
bang phéan chitng: néu A khéng phdi 1a mot s6 nguyén t0, thi n6 sé chia
hét cho mot s6 ty nhién nao do ngoai 1 va chinh né. Do vay né phai
chia hét cho mot trong s6 cac s6 nguyén to trén - goi dé la p, chang han.
Nhung néu A chia hét cho p, thi A = 0 theo modun p, trong khi ti* cach
dinh nghia cua A ta lai c6 A=1 theo modun p,

Vay la ta da di t6i mau thuan. Diéu nay cé nghia la A khong chia
hét cho s6 ty nhién nao ngoai 1 va chinh n6. Do dé n6 phai la mot s6
nguyeén to.

Nhung vi A 16 rang la 16n hon cac s6 p, p,..., p,, diéu nay mau
thuan véi gia thiét caa chung tarang p, p,,..., p, la tat ca cac s6 nguyén
t0. B&i vay gia dinh ban dau ctia ching ta cho rang c6 mét so6 hitu han
cac sO nguyeén t6 la sai. Do d6 c6 vo6 han cac so nguyén t6.

1 Ta sé noi chi tiét diéu nay: trong mot hé thong s6 cu thé, mot
nghich ddo nhan tinh cia mét s6 a la mét s6 b, sao cho a.b=I. Nén,
chang han, trong hé thong so hitu ti, nghich ddo nhan tinh cua 3/4 la
4/3. Trong hé thong s6 ma chiing ta dang xét, nghich ddo ctia mot so tw
nhién a, nam gitta 1 va p - 1 la m6t s6 tw nhién b cung nam trong
khoang do sao cho a.b = 1 theo modun p.
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Bat ké hé thong s6 ma ta dang xét dén la gi, s6 0, phan t& don vi
ctia phép cong, khong bao gid c6 nghich ddo nhan tinh. Piéu do giai
thich tai sao ta lai loai bo no.

& Pay la mot chitng minh. Ta sé chon mdét so tw nhién a nam giira
1vap -1, véipla mot s6 nguyén t6. Hay nhan a vGi tat ca cac s6 b
khac cting nam trong khodng dé va 1ay két qua theo modun p. Ta sé 1ap
mot bang gom hai cot: & cot thit nhat sé 1a s6 b, va cot thit hai sé 1a tich
a.b theo modun p.

Chang han vé6i p = 5 va a = 2, bang nay trong sé nhu sau:

| 2
2 4
3 1
4 3

Ta thady ngay rang moi s6 1, 2, 3, 4 chi xuat hién trong cot bén phai

ding mot lan. Khi nhan 2 vao ta thu dugce cung mot tap hop cac so do,
nhuwng chiing bi hoan vi theo mét cach nao ddy. Dac biét, so 1 xuat hién
¢ dong thit 3. Diéu nay c6 nghia la khi ta nhan 3 véi 2, ta dugc 1 theo
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modun 5. No6i cach khéc, 3 1a nghich déao cta 2 néu ta dung sé hoc theo
modun 5.

Trong truong hgp tong quat cling xdy ra hién twgng nay: néu
ching ta 1ap mot bang nhw trén cho bat ky s6 nguyén td p va s6 tw
nhién a nao thudc tap hgp 1, 2,... p - 1, thi moi mot s6 thudc tap hop
nay sé xudt hién & cot bén phai chinh xac mét lan.

Ta sé chitng minh diéu nay, mot lan nita stt dung thuat chitng minh
bang phan chitng: gia st rang diéu nay khong xay ra. Khi d6 mot trong
cac sb thudc tap hop 1, 2,... p - 1, goi n6 la n phai xuat hién & trong c6t
hai lan. Biéu nay c6 nghia la c6 2 so trong tap hop 1, 2,... p - 1 goi
ching la c, va c, (gia st rdng c, > c,), sao cho:

a.c, = a.c, = n theo modun p.

Nhung khi do, ta co:

a.c, - a.c, = a.(c, - ¢,) = 0 theo modun p.

Cong thic cudi cung c6 nghia la a.(c- ¢,) chia hét cho p. Nhung
diéu nay la khong thé bai vi p 1a mot s6 nguyén t6 va cda hai sé a va c, -
c, déu thudc tap hop {1,2,..., p -1}.

Ta két luan rang & cot bén phai cta ching ta moi mot trong cac so
1, 2, ..., p - 1 xuat hién khong qua mot lan. Nhung béi vi c¢6 chinh xac
p - 1 cac s6 nhw thé va s6 hang trong bang cling bang p - 1, nén kha
nang duy nhat dé diéu nay xdy ra la moi so phai xuat hién chinh xac
mot lan. Nhung nhw vy so 1 sé phai xuat hién dau dé trong cot bén
phai va chi duy nhat mét lan. Goi b la s6 twong (ng & cdt bén trai. Khi
do ta co:

a.b - 1 theo modun p.

Va diéu nay da hoan tat chitng minh.

Ll Chang han, ta c6 thé chia 4 cho 3 trong treong hitu han véi 5
phan tr:

4/3 = 4.3" = 4.2 = 8 theo modun 5.
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= 3 theo modun 5.

(6 day ta da stt dung mot thye té rang 2 la nghich dao nhan tinh
cua 3 theo modun 5).

k2 Ta dé y thdy rang véi bat ky sd a nao co gia tri tuyét doi nho
hon 1, thi ta co6:

; ‘ 1
Z+a3+ﬁth”: ,
l1-a

Diéu nay c6 thé dé dang chitng minh dwoc bang cach nhan ca hai

l+a+a

vé v0i 1 - a. St dung dang thitc nay va ky hiéu q + ¢’ 1a a, ta c6 thé viét
lai ham sinh cta day Fibonacci:

qA+@+q@)+@@+tgy+@+q)y+...)
{q
1-q—q?

Tiép theo, phan tich 1 — g — ¢* thanh tich cac nhan t¥ tuyén tinh, ta
tim duoc

-1
q 1 1+v5 1-v/5
I-——q| -|1-

thanh:

l-g-¢* V5

St dung dong nhat thitc & trén mot lan nita, véi

-]
e H ;
) {
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1+v5

a = G
> {

ta tim dugc hé sé ding trwdc g trong ham sinh ctia ching ta (tic
la F) bang:

o1 ([1ed5)"[1-v5)"
- R = o .
vall 2 ) | 2 ),

Nhu vay, ching ta da thu dwgc mot cong thive chinh xac cho so
Fibonacci thit n, khong phu thudc vao nhitng s6 hang ditng triéc no.

1+vV5
2

xudt hién trong céng thitc nay chinh la con s6 dwgc goi la ti 1€
vang. T cong thitc trén ta thay rang ti 16 F/F | tién tGi ti 1€ vang khi n

Chu y rang s6

16n dan. DBé doc thém vé ti 1é vang va cac so Fibonacci, hay tham khao
Mario Livio, The Golden Ration (Ti Ié vang), Broadway, 2003.

&1 T6i lam theo cach trinh bay két qua nay trong Richard Taylor,
Modular arithmetic: driven by inherent beauty and human curiousity,
(s6 hoc modular: dugc dan dudng bdi vé dep vén cé va 6c to mo cla
con nguoi), Thw gii vién Nghién citu cao cdp, hé 2012, trang 6-8. T6i
cam on Ken Ribet vi nhitng 16i gop y hitu ich cia anh. Theo cudn sach
cia André Weil, Dirichlet Series and Automorphic Forms (Chuoi
Dirichlet va Nhitng dang ty ddang cdu), Springer Verlag, 1971, phuong
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trinh cubic ma ching ta thdo luan trong chwong nay dugc dé xuat bai
John Tate, theo Robert Fricke.

£4 Nhom nay la mot trong nhitng nhém dwgce goi la “nhom con
dong du” cia mot nhém goi la SL (Z), bao gom nhitng ma tran 2x2 vGi

cac hé s6 nguyén, va c6 dinh thitc bang 1, tic la mang cac s6 nguyén:

a b
c d

sao cho ad - bc=l. Phép nhan ma tran duwgc cho bdi cong thitc
chuan:

a bl [d b |ad'+bc ab'+bd

e dl ¢ d'| led +de’ b +dd

Bay gio, bat ky s6 phitc g nao nam trong dia don vi cling c6 thé
dugc viét duwdi dang

E,Z;frrv—l

vGi sd phitc T ndo d6 c6 phan do dwong: T = x + yV1, véiy > 0
(xem chd thich 12, chwong 15). S6 g nay dugc xac dinh duy nhat béi t
va ngugc lai. Do do, ta c6 thé m6 ta tdc dong ctia nhom SL, 1én q bang
cach mo ta tac dong twong &ng lén 1. Tac dong do dugc cho béi cong
thire:
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(@ b at +b
T o= .
| C d.J cT +d

Nhoém SL, (Z) (chinh xac hon la thwong cua né cho nhém con hai

phan ti* bao gobm ma tran don vi I va ma tran -I) la nhém cac déi xing
cua dia, dugc trang bi thém mot metric phi-Euclid dac biét, dugc goi la
mo hinh dia Poincaré. Ham ctua chung ta la mot dang modular c6
“trong s6 la 2”, c6 nghia la n6 bat bién dudi tac dong & trén cia mot
nhém con dong du cua SL, (Z) trén dia, néu ching ta stta chinh x4c tac
dong nay bang cach nhan ham s6 v&i nhan t¥ ct+d)>

Tham khao Henri Darmon, A proof of the full Shimura-Taniyama-
Weil conjecture is announced, Notices of the American Mathematical
Society, so 46, thang 12 nam 1999, trang 1397-1441.

C6 thé tim thdy trén Internet tai http://www.ams.org/
notices/199911 /comm-darmon.pdf

& Hinh nay do Lars Madsen sang tao ra va dugc ong cho phép
cong bo & day. Toi cdm on lan Agol vi da chi cho t6i xem hinh nay va
vi cudc doi thoai day bo ich v6i ong.

4 Tham khdo, Neal Koblitz, Elliptic curve cryptosystems,
Mathematics of Computation (Toan hoc tinh toan), s6 49, nam 1987,
trang 203-209.

I. Blake, G. Seroussi, va N. Smart, Elliptic curves in cryptography,
Cambridge University Press, 1999.

&1 No6i chung, diéu nay ding vGi hau hét cac sé nguyeén té p. Ciing
c6 mot cap bat bién phu gan véi phuwong trinh cubic nay (cai dugc goi
la cai dan (conductor)), va véi dang modular (cai goi la bac), va nhitng
bat bién nay ciling duwgc bao toan trong twong wng dé. Chang han, trong
trvong hgp cia phuwong trinh cubic ma ching ta dang xét, ching déu
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bang 11. T6i cling xin lwu y rang moi dang modular xuat hién & day
déu c6 mot s6 hang hang bang 0, hé s6 b, ditng truwdc g bang vdi 1, va
tdt ca cac hé so6 b, v6i n > 1 déu dugc xac dinh bdi hé s6 b twong tng
v&i s6 nguyén to p.

& Cu thé 1a, néu a, b, c 1a nghiém cda phuwong trinh Fermat a” + b’
= ¢, v0i n la mot s6 nguyén td 1é, thi theo Yves Hellegouarch va
Gerhard Frey, xét phwong trinh cubic:

Y =x(x—a'(x +b")

Ken Ribet da chitng minh dugc rang (theo 10i khuyén ctia Frey va
mot vai két qua riéng phan cta Jean Pierre Serre) phwong trinh nay
khong thé théa man gid thuyét Shimura-Taniyama-Weil. Cung vdi
trwong hop n = 4 (ma thuc ra da dugc chinh ban than Fermat giai
quyét), tir day suy ra Dinh ly cudi cung cua Fermat. Thyc vay, bat ky
mot s nguyén n > 2 nao ciing c6 thé dugc viét duwdi dang n = mk, véi
m hodc 1a 4 hodc la mot: s6 nguyén t6 1é. B&i vay viéc phwong trinh
Fermat khong c6 nghiém vdi nhitng m nhuw vay cho thay rang n6 vo
nghiém v6i moi n > 2.

& Goro Shimura, Yutaka Taniyama and his time. Very personal
recollections, Bullentin of London Mathematical Society, s6 21, 1989,
trang 193.

0 Sach da dan (sdd) & trang 190.

1 Xem chu thich 1 trang 1302-1303 cua bai bao sau vé lich st
phong phu cua gid thuyét nay: Serge Lang, Some history of the
Shimura-Taniyama conjecture, Notices of American Mathematical
Society, s6 42, 1995, trang 1301-1307. C6 thé tim thay online tai http: //
ams.org/notices /199511/ forum.pdf

Chuong 9. PHIEN PA ROSETTA
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2 The Economist, 20 thang 8 nam 1998, trang 70.

© Hinh anh vé cac dién Riemann trong cudén sach nay dugc vé nho
phan mém Mathematica®, st dung ma ma Stan Wagon dd hdo tam
cung cdp. Chi tiét hon, xem cudén sach ctia anh: Stan Wagon,
Mathematica® in Action: Problem Solving Through Visualization and
Computation, Springer-Verlag, 2010.

4 Ppay khong phai la mot dinh nghia chinh xac, nhung n6 cho ta
mot trirc quan dung dan vé cac so thuwc. Dé cé6 duwge mot dinh nghia
chinh xac, chiing ta nén nghi vé moi s6 thirc nhw mot gidi han ctia mot
day hoi tu cac sb hitu ti (con dugc biét dén dwdi tén goi day Cauchy);
chang han, viéc chit cut khai trién thap phan vo han cia V2 cho ta m6t
day nhu vay.

= Pé lam diéu nay, hay danh dau mét diém trén duong tron va dat
dwong tron 1én dwong thang sao cho diém danh dau trén dwong tron
tiép xdc vdi diém 0 trén dwong thang. Sau dé lan dwong tron sang bén
phai sao cho diém danh diu trén dwong tron lai ti€p xtc véi duwong
thang mét lan nita (diéu nay sé xay ra sau khi duwdng tron xoay tron mot
vong). Piém tiép xic nay gitta duwong tron va duong thang sé la diém
twong wng vai so p.

= Hinh hoc ctia cac s6 phittc (va vai hé thong s6 khac) dwoc giai
thich mot cach rat dep trong cudn sach cua Barry Mazur, Imagining
Number, Picador, 2004.

@ Chinh xac hon, ching ta sé thu dwgc bé mat cia chiéc banh
donut bo di mot diém. Piém ddc biét nay twong (ng véi “nghiém vo
han” khi ca x va y tién téi vo cung.

@ PHe c6 mot dién Riemann c6 giong la g, ching ta nén dat mot da
thitc bién x, bac 2g + 1 vao vé phdi cia phuong trinh.

@ Moi lién két nay gitta dai s6 va hinh hoc thé hién tdm nhin cyc
ky sau sac cua René Descartes, da dugc mo ta lan dau tién trong La
Géometrie (Hinh hoc), mot phu luc trong cudn Discours de la Méthode,
xuat ban nam 1637. Pay la nhitng gi ma E.T. Bell da viét vé phuong
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phap cua Descartes: “Bay gio tdi st'c manh thyc sy cua phwong phap
ctia 6ng. Chung ta bat dau véi cac phwong trinh v6i do phiec tap tuy y
va dién giai nhirng tinh chat dai s6 va giai tich ctia n6é bang ngon ngir
hinh hoc... Bdi vay dai s6 va gidi tich chinh la nhitng thay thu cta
chung ta di t6i nhitng dai dwong con chwa dugce khai pha cua ‘khong
gian’ va ‘hinh hoc’ cta no.” (E.T. Bell, Men of Mathematics, Touch-
Stone, 1986, trang 54). Tuy nhién, chi y rang phwong phép cua
Descartes ap dung cho nghiém ctuia cac phuong trinh trén treong so
thue, trong khi & chwong nay, ching ta quan tam dén cac nghiém trén
treeong hitu han va tredng soé phiic.

@ Vi dy, ching ta da hoc dwgc & chuwong 8 rang phuwong trinh
cubic y* + y = x> — x> ¢6 bon nghiém theo modun 5. Nhu vay, n6i mot
cach ngdy tho thi dwong cong twong tng trén trwong hitu han vGi 5
phan t, c6 bon diém. Nhung thyc t€ con c6 thém nhiéu cau tric nita
bdi vi ching ta cé thé xét cac nghiém nhan gia tri trong nhitng mé rong
khac nhau cua treong hitu han c6 5 phan ti nay; chang han, tredng thu
dwgc bang cach gop thém nghiém cta phwong trinh x* = 2 ma chiing ta
da thao luan ¢ chu thich 8 chuwong 14. Nhitng tredng maé rong nay co 5°
phan t, v6i n = 2,3,4,... va do d6 chiing ta c6 mot hé thang bac cac
nghiém lay gia tri trong cac treong hitu han nay.

Nhitng duong cong twong tng v6i cac phuong trinh cubic nay
duwgc goi la nhitng “duwong cong elliptic”.

t The Bhagavad-Gita, Krishna’s Counsel in Time of War, do
Barbara Miller dich, Bantam Classic, 1986.

Ciing rat thd vi khi lvu y ring Weil da séng hai nim & An Do vao
dau nhitng nam 30 cua thé ky trwdc va ong cling da thira nhan rang ong
chiu anh hudng bagi dao Hindu.

2 Y twdng & ddy 1a cho trudc mot dwong cong trén mot trudng
hitu han, chung ta xét cai goi la cac ham httu ti trén n6. Nhitng ham nay
la ti s6 cua hai da thitc. (Chu y rang mot ham sé nhw vay c6 mét “cuc”
- tic la gia tri cia n6 khong xéac dinh - @ moi diém trén duong cong ma
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la nghiém ctda da thitc & mau s6.) Hoéa ra tap tat ca cac ham hitu ti trén
mot duong cong cho trdc cling cé nhitng tinh chat twong ty nhw tap
cac so hiru ti, hay mot treong s6 tong quat hon, nhw nhitng truong so
ma ta da thao luan trong chvong 8.

Dbé giai thich r6 rang hon diém nay, xét nhitng ham httu ti trén cac
dién Riemann; sy twong ti nay van sé con c6 hiéu lyc. Chang han, xét
mat cau. St dung phép chiéu no6i (hay lap thé - stereographic
projection), ching ta c6 thé coi mat cau nhw la hgp cia mot diém va
mot mat phang phitc (ching ta cé thé coi diém duw nay nhw la diém biéu
dién vO cyc). Ky hiéu t = r + s + V-1 la toa d6 trén mat phing phitc.
Khi d6 moi da thitc P(t) v6i hé s6 phitc 1a mot ham so trén mat phang.
Nhitng da thitc nay twong tw vGi cac so nguyeén trong ly thuyét s6. Mot
ham hitu ti trén mat cau la ti s6 gitta hai da thitc khong c6 nhan ti
chung P(t)/Q(t). Nhitng ham hitu ti nay la twong tw vGi cac so hitu ti,
tirc cac so biéu dién badi ti s6 m/n clia cac s6 nguyén khong co thira s6
chung. Twong ty nhuw vay, cadc ham hitu ti trén mot dién Riemann tong
quat hon la twong ty véi cac phan tir ctia mot tredng sé tong quat hon.

Sttc manh cua sy twong ty nay nam & thyc té rang d6i vGi rat
nhiéu két qua vé truong so, sé co nhiéu két qua twong tv cling ding véi
cac ham httu ti trén nhitng dwong cong trén cac trwong hitu han, va
nguoc lai. Viéc phat hién va/hodc chitng minh mot ménh dé cu thé nao
d6 cho mat trong s6 chung, doi khi sé tréd nén dé dang hon. Khi do sy
twong tw sé cho ching ta biét rang mot ménh dé twong ty ciing phai
ding do6i v6i cai kia. Pay da tirng la mot trong nhitng phuwong tién ma
Weil va cac nha toan hoc khéc st dung dé dwa ra nhitng két qua mai.

= Pa tng c6 ba gia thuyét Weil dwge chitng minh béi Bernard
Dwork, Alexander Grothendieck, va Pierre Deligne.

= Cé mot sy reom ra trong dinh nghia nay. Dé giai thich diéu do,
xét hai dwong trén mat phang vé ¢ hinh duwéi day, mot duwong lién nét va
mot dwong dit nét. RG rang la mot trong s6 ching c6 thé dugc bién
dang lién tuc vé dwong kia ma khong bi dit, gdy. Cho nén sé la hop ly
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va kinh té hon néu ta noi rang hai duwong cong déong ma c6 thé bién
dang vé nhau theo cach nay la twong dwong v6i nhau. Khi lam nhuw vay,
ta da lam gidam manh s6 lwgng cac phan ti trong nhom cua ching ta.

Thyc té quy tac nay ciling twong tw nhuw quy tac ching ta da s
dung trong dinh nghia cia nhém bén trong chwong 5. O do, ta ciing da
phat biéu rang hai bén la twong duwong néu ching cé thé bién dang (hay
rat) vé nhau ma khong cat hay khau cac sgi day.

Do vay ta dinh nghia nhom co ban cta dién Riemann cua ching ta
nhw 1a mot nhém ma cac phan t ctia né la cac duong dong bat dau va
két thic ¢ cuing mot diém P, v6i mot yéu cau phu la chiing ta sé dong
nhat nhitng duwong dong ma c6 thé dwgc bién dang lién tuc vé nhau.

Chu y rang néu dién Riemann cda ching ta la lién thong, diéu ma
ching ta ngam hiéu trong sudt ca qua trinh nay, thi sy Iwa chon diém
quy chiéu P la khong quan trong: cac nhom co ban gan véi nhitng diém
quy chiéu P khac nhau sé twong tng 1-1 v6i nhau (chinh xac hon la
ching sé “dang cau” vdi nhau).

= Phan tt don vi sé la “dwong hang”. N6 khong bao gio roi diém
dugc danh dau P. Thuc ra, sé hitu ich hon néu coi moéi dwong dong la
mot quy dao cua mot hat, bat dau va két thic & cung mot diém P.
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Puong hang sé la quy dao ctia md6t hat ditng yén tai diém P. RG rang
néu chung ta cong bat ky dwong nao vGi duwong hang, theo nghia da
dién giai trong phan chinh van ctia cudn sach, thi ta van thu dugc
duwong ban dau.

buong nghich ddao cia mot duong cho trwdc sé la chinh duong
cong d6, nhung di theo huwédng ngugce lai. D€ kiém tra xem do c6 thuce la
dwong nghich dao khong, ta cong mot duwong véi nghich dao cua no. Ta
thu dugc mot dwong méi di theo cung mot hanh trinh hai 1an, nhung
theo hai hwéng nguwgc nhau. Ching ta c6 thé lién tuc bién dang duong
cong “kép” méi nay vé duong hang. Pau tién ta bt nhe mdt trong hai
duwong. Buong mai co6 thé bi co lai vé mét diém, nhu dugce chi ra ¢ hinh
dudi day.

e
1
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8 Mot lwa chon khac, nhw ta da thao luan & chu thich 10, chvong
5, nhém bén B c6 thé dugc mo ta nhw la nhom co ban cua khong gian
cac da thitc monic bac n véi n nghiém phan biét. Ching ta chon da thic
(x-1)(x-2)...(x-n) vGi cac nghiém 1,2,...,n (chung la cac “dinh” cua
bén), nhwr la diém tham chiéu p.

1 Pé thay rang hai dudng giao hoan vdi nhau, chi y rang ta c6 thé
thu duwgc mat xuyén bang cach dan cac canh déi dién ctia mot hinh
vuong (da giac vdi bon dinh). Khi ching ta dan hai canh nam ngang a,,
a’ lai vGi nhau, ta thu dwgc mot hinh tru.

Dan hai duong tron ¢ hai day caa hinh tru lai véi nhau (d6 chinh
la két qua cua hai canh thang ding cta hinh vubng, a, va a’, sau khi
thuc hién dan lan th nhat), ta thu dwgc mét xuyén. Bay gio ta thay
rang hai canh g, va g, trd thanh hai dudng dong doc 1ap trén xuyén. Cha
y rang trén xuyén ca bon goc cta hinh vuéng cung biéu dién mot diém,
do vay hai dwong nay tré thanh dong - ching bat dau va két thiuc &
cung diém P trén xuyén. Ta cling c6 a, = a’, bdi vi ching ta da dan
chung lai v6i nhau, va twong tw nhu vay, a, = a’..

aj
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Trén hinh vudng, néu ta di theo dwdng va sau do di theo duong a,,
no sé dua ta t mot dinh tdi dinh doi dién. Buwong thu dugc sé la a, + a..
Nhung chiing ta cling c6 thé di gitta hai dinh nay theo mot dwong khac,
dau tién la duong a’, sau dé la a’, duwong cling giong nhuv a,. Pudng
thu dugc sé la a’, + a’,. Sau khi dan hai canh doi dién cua hinh vudng
lai, a’ tr¢ thanh va a, va a’, tré thanh a,. Dodo a’ +a’,=a,+ a..

Bay gid dé y rang cd a, + a, va a, + a, déu c6 thé bién dang vé
dwong chéo, mot duwong thang nodi hai dinh doi dién, nhw dugc vé &
hinh duwéi day (hai mii tén nét dit chi cach lam bién dang moi mot
trong heli duong).
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a,y

Dbiéu nay c6 nghia la hai duong a, + a, va a, + a, lam nay sinh

cung mot phan t trong nhém co ban ctia xuyén. Chung ta da ching
minh rang:
a+ta=a +a,
Twr day suy ra rang nhém co ban ctia xuyén c6 mot ciu tric don
gidn: ching ta c6 thé biéu dién cac phan t cia né dwdi dang Ma, +

N(a, vdi (a, va a, la hai duwong tron trén xuyén vé trong hinh trang 145
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trong phan chinh van ctia cuén sach, con M, N la cac s6 nguyén. Phép
cong trong nhom co ban trung vGi phép cong thong thwong cua cac
biéu dién nay.

= Cach dé nhat dé m6 td nhém co ban cta dién Riemann c6 giong
g dwong (tirc 1a c6 g 160) 1a mot lan nita lai nhan thay rang ta cé thé thu
dwgc n6 bang cach dan cac canh doi dién ctia mot da giac - nhung bay
gio 1a vdi 4g dinh. Chang han, hdy dan cac canh doi dién ctia mot bat
giac (mot da giac v@i tam dinh) lai v6i nhau. C6 bon cdp canh doi dién
trong truong hgp nay va ta dong nhat cac canh trong tirng cdp véi nhau.
Két qua thu dwoc tir phép dan nay khé twéng twgng hon trong treong
hgp ctia xuyén, nhung nguwdi ta da biét rang trong treong hgp nay sé
thu dwgc mot dién Riemann c6 giong la 2 (bé mat ctia chi€c banh ngot
Pan Mach).

Dbiéu nay c6 thé dugc st dung dé mo6 td nhém co ban ctia mot dién
Riemann tong quat mot cach twong ti nhw ta da mo ta nhém co ban cta
mot xuyén. Nhu trong treong hop cta xuyén, ta xay dung 2g phan tw
trong nhom co ban cua dién Riemann véi giong g, bang cach di theo
duwong qua 2g canh lién tiép cta da gidc (mo6i mot trong 2g canh con lai
sé dwgc dong nhdt voi mot trong s6 do). Ky hiéu chung la a,, a,,..., a,,.
Chung sé sinh ra nhém co ban cua dién Riemann cua ta, theo nghia
rang ta c6 thé thu dwgc bat ky phan tr nao ciia nhém nay bang cach
cong chung lai vGi nhau, c6 thé l1a vai lan. Chang han, véi g = 2, ta ¢c6
phan t¥ sau: a, + 2a, + 3a, + a,. (Nhung chu y rang ta khong thé viét n6
thanh 2a, + 2a, + 3a,, boi vi a, khong giao hoan véi a, va a, do vay ta
khong thé chuyén a, & phan xa nhat bén phai vé bén trai.)

Ciing hét nhu trong truong hop ctia xuyén, bang cach biéu dién
duwong di noi hai dinh doi dién cua da gidc theo hai cach khac nhau, ta
thu dwgc mot hé thic gitta ching, tong quat héa hé thitc giao hoan
trong truong hgp xuyén:

A1 Ta9T... TU9g-1TUYg =Yg TUYg-1 T... TAY T,
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Hoa ra day lai thue sy 1a hé thitc duy nhat gitta cac phan t nay, do
vay ta thu dugc mot cach mo ta c6 dong nhom co ban: n6 dwgc sinh ra
béi cac phanta, a,..., a,, théa man hé thirc trén.

= Pé giai thich chinh xac hon diéu nay, xét tat ca cac ham htru ti
tren dién Riemann cua chung ta, theo nghia cta chu thich 11 & trén.
Ching ciing twong tw nhw cac s6 hitu ti. Nhém Galois lién quan dugc
dinh nghia la nhém cac do6i xing cta treong sé thu dwgc bang cach gop
cac nghiém cda cac phuong trinh da thitc nhw x* = 2 vao treong sé hitu
ti. Twong tw, ta c6 thé gop nghiém ctia cdc phwong trinh da thitc vao
cac ham hitu ti trén mot dién Riemann X. Hoéa ra khi lam thé ta thu
dwgc cac ham hitu ti trén mot dién Riemann X’ khac, la mot cai “phu”
cua X; tirc la ta c6 mot anh xa X” —» X v6i cac thd hitu han. Trong tinh
huéng d6, nhém Galois bao gom cac doi xitng cia X’ dé cho tét ca cac
diém cta X khong thay do6i. Néi cach khéc, cac d6i xitng nay tac dong
doc theo cac thd caa anh xa X* —» X.

Bay gio chu y rang néu chiung ta c6 mot duong dong trén dién
Riemann X, bat dau va két thic & cing mot diém P trén X, ta c6 thé lay
moi diém ctia X’ trong thd trén P va “di theo” né doc theo dwong nay.
Khi quay tré lai, néi chung ta sé t6i mot diém khac trong thé trén P, do
vay ta thu dugc mét phép bién doi cua thé nay. Pay la hién twgng don
dao, ma ta sé thao luan chi tiét hon trong chwong 15. Phép bién doi thd
nay c6 thé dugc truy nguyén vé mot phan tit cia nhom Galois. Do vay,
ta thu dwgc mot moi lién két gitta nhém co ban va nhém Galois.

Chwong 10. CUNG HOI CUNG THUYEN

Wl Ty “dac biét” & day ham y vé nhitng phép bién doi truc giao bao
toan sy dinh hwéng - chiing chinh x4c la nhitng phép quay ctia mat cau.
Mot vi du ctia mot phép bién doi truc giao ma khéng bao toan sy dinh
huwéng (va do vay, khong thudoc SO(3)) 1a phép doi xitng guwong qua mot

https://thuviensach.vn



mat phang toa do. Nhom SO(3) ¢6 lién quan mat thiét véi nhom SO(3),
ma chung ta da thao luan trong chwong 2 co6 lien quan tGi cac quark
(nhém unita dac biét cua khong gian ba chiéu). Nhém SU(3) duwgc dinh
nghia twong ty nhw nhom SO(3); chi khac la ching ta thay thé khong
gian ba chiéu thyc b&i khéng gian ba chiéu phtic.

Ll Co mot cach khac dé thay rang duong tron la mot chiéu doé la
nh¢ lai rang n6 c6 thé dugce coi la tap cac nghiém thyc ctia phuong
trinh x> + y* = 1, nhw ching ta da thdo luan trong chuwong 9. Do vay
dwong tron la tap hop cac diém trén mat phang bi han ché béi mot
phwong trinh. Do dé s6 chiéu ctia n6 1a s6 chiéu cia mat phang, bang 2,
trir di sO cac phwong trinh, bang 1.

&2 Trich dan nay xudt hién trong phan chu thich cuén sach cua
Duchamp tén 1a A I’Infinitif, dugc Gerald Holton trich lai trong Henri
Poincaré, Marcel Duchamp and innovation in science and art,
Leonardo, so6 34, 2001, trang 130.

@ [inda Dalrymple Henderson, The Fourth Dimension and Non-
Euclidean Geometry in Modern Art, MIT Press, 2013, trang 493.

4 Gerald Holton, sdd, trang 134.

& Charles Darwin, Autobiographies, Pengum Classics, 2002, trang
30.

ke Chi tiét hon, xem tai, Shing-Tung Yau va Steve Nadis, The
Shape of Inner Space, Basic Books, 2010.

1 Héa ra chiéu ctia nhém nay bang n(n - 1)/2. No6i cach khac, dé
biéu thi phan t& ctia nhém nay, ta can n(n - 1)/2 toa do doc lap (trong
treong hop n = 3 ching ta can 3(3 - 1)/2 = 3 toa do, nhw ta da thay
trong phan chinh van ctia cudn sach).

2 Vé mat toan hoc, moi vong c6 thé coi nhw la hinh anh ctia mot
“anh xa” dac biét tir dwong tron t6i khong gian ba chiéu, tirc 1a mot quy
tac gan cho moi diém ¢ trén duwong tron mot diém f(¢) trong khong gian
ba chiéu. Ching ta chi xét nhitng 4nh xa “tron”. N6i chung, diéu nay c6
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nghia la vong cta ching ta khong hé c6 cac géc hay cac canh r6 rét, va
do vay né trong nhw vong dugce vé ¢ hinh trong phan chinh van cta
cuon sach.

Tong quat hon, mot anh xa tir da tap S t6i da tap M la mot quy tac
gan cho moi diém s ctia S mot diém thudc M, goi la anh cda s.

! Tham khdo thém, Brian Greene, The Elegant Universe, Vintage
Books, 2003. Bdn dich tiéng Viét cuia Pham Vdn Thiéu nhan dé Giai
diéu day va Ban giao huwéng vii tru, NXB Tré, 2003.

& Chinh xac hon, mot vong trong SO(3) la mot tap hop {f(p)} cac
phan t& cia SO(3), dwgc tham s6 héa badi goc ¢ (tirc la mot toa do trén
duwong tron). Cho tiép mot vong thit hai, 1a mot tap hop g(e), ta 1ay hop
thanh hai phép quay nay, f(®).g(p) doi vGi moi ¢. Khi d6 ta sé c6 mét
tap hop mdi {f(p).g(p)}, cling 1a mot vong trong SO(3). Do vay, v&i moi
cap vong trong SO(3), chung ta c6 thé tao ra mot vong thit ba. Day la
quy tac nhan ctia nhém vong. Phan t&¢ don vi cia nhom vong la vong
dugc tap trung & phan ti¢ don vi ctia SO(3), titc 1a f(p) la phan t& don vi
cia SO(3) vG6i moi ¢. Vong nghich ddo vd&i vong {f(p)} la vong
{f(p)}'}. Dé dang kiém tra dwgc rang tat ca cac tién dé cia mGt nhom
déu thoa man. Do d6, khong gian vong ctia SO(3) qua that la mot
nhom.

il Pé thay dugc diéu nay, hay xét vi du don gidn hon sau: khong
gian vong cua mat phang. Mat phang c6 hai toa do, x va y. Bdi vay, mot
vong trén mat phang thi cling gidong nhw mét tap hop cac diém trén mat
phang véi cac toa do x(p) va y(p) voi goc ¢ nam giita 0 va 360 do
(chdng han, cac cong thitc x(p) = cos(), (p)sin(p) biéu dién mot vong
dac biét: do6 la dwong tron ban kinh 1a 1, tam & goc toa do). Bdi vay, dé
xac dinh cu thé mot vong, ta can phai xac dinh cu thé mot tap vo han
nhitng cap cac so, {x(@), y(¢)}, mot cap cho moi goc ¢. Piéu do giai
thich tai sao khong gian vong ctia mat phang lai c6 vo han chiéu. Clung
nguyén do nhu vay khong gian vong ctia bat ky da tap hitu han chiéu
nao ciing la vo han chiéu.
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L Puge trich lai tv R.E. Langer, René Descartes, The American
Mathematics Monthly, tap 44, so 8, thang 10 nam 1937, trang 508.

2 Mat phang tiép xtc la mat phang gan vdéi mat cau nhat trong so
tat ca cac mat phang di qua diém tiép xtic. N6 chi cham vao mat cau tai
diém 4y, trong khi néu ching ta dich chuyén mat phang nay, tham chi
rat nho thoi (dé né van di qua diém c6 dinh do trén mat cau), ta sé nhan
dwgc mot mat phang cat mat cau tai nhiéu diém hon.

&1 Theo dinh nghia, dai s6 Lie cia mot nhom Lie cho trdc 1a mot
khong gian phang (nhw la mot dwong thang, mot mat phang, v.v.) gan
v&i nhom Lie nay nhat trong so tat ca cac khong gian phang di qua mot
diém trong nhoém Lie twong ttng véi phan ti don vi.

=l Mot dwong tron tong quat thi khong co diém ddc biét nao.
Nhwng nhém dudng tron thi cé: dé 1a phan t* don vi cia nhém nay,
cling chinh la diém dac biét trén dwong tron. N6 can phai cu thé dé bién
mot dwong tron thanh mot nhom.

k1 B3y la mot dinh nghia chinh xac hon vé khong gian vector:

Mot khi ta chon mot hé toa d6 trong khong gian phang n-chiéu, la
ta dong nhdt cac diém trong khong gian nay véi cac bo n-sé thuc, (x,
X,..., X ), cac sO X, la toa do cia mot diém. Pdc biét, c6 mot diém ddc
biét 1a (0, 0,..., 0) ma tat ca cac toa do bang 0. Pay la goc toa do.

Bay gio co6 dinh mot diém (x, x,,..., x ). Ta dinh nghia mot doi
xing cia khong gian dang xét, giri mot diém bat ky khac (z, z,..., z)
toi (z, + X, Z, + X,,..., Z, + X ). Vé phwong dién hinh hoc, ta c6 thé coi
doi xitng nay nhw la mot phép dich khong gian n-chiéu theo huwéng cua
doan thang dinh hwéng noi goc toa do vaéi diém (x, X,,..., X.). Dol xing
nay dwoc goi la mot vector va né thuwong dwoc biéu dién bang doan
thang c6 hudng nay. C6 mot twong tng 1-1 gitta cac diém cta khong
gian phang n-chiéu nay va cac vector. Ky hiéu vector nay la
(X,X,,...,X ). Vi nguyén do nay, khong gian phang v&i mot hé toa do co
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dinh c6 thé coi la khéng gian ctia cac vector. Do do ta goi né la khong
gian vector.

Lgi thé caa tw duy qua cac vector so vGi cac diém d6 la & cho
ching ta c6 hai phép toan tw nhién trén vector. Thi nhat 1a phép cong
cac vector, lam cho khong gian vector tré thanh mot nhém. Nhu da giai
thich trong chwong 2, cac déi xing c6 thé dugc hgp thanh, va nhu vay
ching tao thanh mo6t nhém. Phép hgp thanh cta cac doi xitng dich
chuyén vira mo td & doan tredc cho ching ta quy tac cong vector nhw
sau:

(xlaxga”':xn) T (_}’1;‘}’2:---3"}’!;1) = (}!1 +%1~}’2 “|'.-‘C2,...,:}'H "'xn}-

Phan ti* don vi trong nhém cac vector la vector (0,0,..., 0). Nghich
ddo cong tinh cua vector (X, X,,..., X ) la vector (-x, —X,,..., =X).

Thi¢ hai la phép toan nhan vector véi cac so thwe. Két qua cda
phép nhan vector (x,, x,,..., x) vGi mot so thyc k 1a vector (kx, kx,...,
kx ).

Nhv vay, mét khong gian vector mang hai cau tric: phép cong,
théa man cac tinh chat cia mot nhéom, va phép nhan véi cac s6. Nhitng
cau truc nay phdi théa man nhirng tinh chat ty nhién.

Bay gio, bat ky khong gian ti€p xtic nao ciling la mot khong gian
vector, do vay, bat ky dai so Lie nao ciing la mot khéng gian vector.

Nhitng gi duwgc mo td ¢ trén la khai niém khong gian vector trén
treong so thue. That vay, toa do cia cac vector la nhitng s6 thue, va do
vay ta c6 thé nhan cac vector véi cac so thuc. Néu ta thay thé cac so
thc bang cac s6 phic trong mo td nay thi ta nhan dwgc khai niém
khong gian vector trén tredng s6 phic.

71 Phép toan trén mot dai s6 Lie thwong dugce ky hiéu bdi ngoac
vuong, nhw vay néu

_}.

(
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—

b

la hai vector cia mot dai so Lie (cling la mot khong gian vector,
nhu da giai thich & chu thich trén), thi két qua cta phép todn nay trén
chung dugc ky hiéu bdi
—
a,b
[a,b]

N6 thoa man cac tinh chat sau:
- - wh

3,6)=-[b,d, [d+b,c]=[,c]+[b,c], [bd,b] = h{a. b]

vdi k 1a so bat ky, va cai goi la dong nhat thitc Jacobi:

[[@,b],é]+[b,c1,a]+[[¢,al.b]=0.

L4 Tich c6 hwéng cua hai vector
—

¢}

—

b

trong khong gian ba chiéu la mét vector, dugce ky hiéu la
_}.

_}.
axb
vuong goc véi mat phang chira
—

¢}

va

va
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—
va c6 do dai bang tich do dai cua
_}.

¢}

—
nhan vdi sin ctia goc gitta ching, sao cho bo ba vector
—

a
b

_}.
1 X
axb

tao thanh mot tam dién thuén (diéu nay ciing c6 thé dwgc biéu dién
bang céi goi la quy tac ban tay phai).

& Chang han, dai s6 Lie ctia nhém Lie SO(3) la khong gian vector
ba chiéu. Bdi vay, dai so Lie ctia nhém vong ctia SO(3) bao gom tat ca
cac vong trong khong gian ba chiéu nay. Tich cé6 huéng trong khong
gian ba chiéu cho ta mdt cdu tric dai s6 Lie trén nhitng vong nay. Do
vay, cho trwedc hai vong, ta c6 thé tao ra vong thit ba, tham chi mac du
khong dé gi m6 ta né bang 10i.

ol Chinh xac hon, mot dai s6 Kac-Moody la mot mé rong cua dai
sO0 Lie cia mdt nhém vong bang mot khong gian mdt chiéu. Chi tiét
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hon, tham khédo Victor Kac, Infinite dimensional Lie Algebras, xuat ban
lan thit 3, Cambridge University Press, 1990.

Lol Nhitng mo6 hinh véi doi xitng dai s6 Visoro dugc goi la cac 1y
thuyét treong bao gidc, dugc cac nha vat ly ngudi Nga la Alexander
Belavin, Alexander Polyakov, va Alexander Zamolodchikov dé xuat
dau tién vao nam 1984. Cong trinh c6 anh hwéng sau rong cua ho dugc
dwa trén nhitng két qua cia Feigin va Fuchs, cling nhu Victor Kac.

2 Nhitng mé hinh ndi tiéng nhat dugc biét dén trong s6 dé la cac
moO hinh Wess-Zumino-Witten. Chi tiét hon, xem Edward Frenkel va
David Ben-Zvi,Vertex Algebras, xuat ban lan thit 2, American
Mathematical Society, 2004.

Ll Nhitng “treong lwong t¢” nay chang lién quan gi dén cac
“truong s6” hay cac “truong hitu han” ma ching ta da thao ludn & cac
chuwong truege. Day la mot vi du vé si 1on xon vé thuat ngit, mac du &
mot sO cac ngon nglt khac khong c6 sy 16n x6n nhw vay, chang han,
nguwoi Phap, dung tir “champs” cho treong lwgng tir va “corps” cho cac
trrong so va treong hitu han.

Chuong 11. CHINH PHUC PINH CAO

L Pay la mot cach xay dung chinh xac: gia st chung ta c6 mot
phan t¥ thuoc nhém vong ctia SO(3), dé 1a mét tap hgp {g(p)} cac phan
ttr ctia SO(3), dugc tham so6 hoa bdi goc ¢ (toa do trén dwong tron). Mat
khac, mot phan ti thuéc khong gian vong ctia mat cau la mét tap hop
cac diém trén mat cau dugc tham s héa bai ¢. Cho trwde cac {g(o)} va
{f(p)} nhu vay, ta xay dung mot phan ti¢ khac thuoc khéng gian vong
ctia mat cau nhuv 1a tap g(@) {f(p)}. Diéu nay cé nghia la ching ta ap
dung phép quay g(¢) cho diém f(p) ctia mat cau, mot cach doc lap doéi
v6i moi ¢. Do do ta thady rang moéi phan ti thuoc nhém vong ctia SO(3)
lam ndy sinh mot doi xitng cua khong gian vong ctia mat cau.

https://thuviensach.vn



Lol Mot diém ctia mot da tap co la mot tap hop: mot duong thang
trong mot khong gian n-chiéu c6 dinh, mot mat phang chita dwong
thang d6, mot khong gian ba chiéu chita mat phang dé, v.v. cho tGi siéu
phang (n - 1) chiéu chita tat ca chung.

Doi chiéu diéu nay vGi cac khong gian xa anh ma t6i da hoc tredc
tién: mot diém cta khong gian xa anh chi 1a mot duong thang trong
khong gian n-chiéu, khong hon.

Trong treong hop don gidn nhat, n = 2, khéng gian c6 dinh cta
chuing ta 1a hai chiéu, va do vay lwa chon duy nhat ma chung ta cé chi
la dwong thang thoi (chi c6 mot mat phang, do chinh la ban than khong
gian). B&i vay, trong truong hgp nay, da tap co cling chinh la khong
gian xa anh, va héa ra né trung vGi mat cau. M6t diém quan trong can
lvu y do la & day ching ta xét cadc dwong thang, mat phang, v.v. trong
mot khong gian phiic (cht khong phai khong gian thuc), va chi xét
nhitng gi di qua goc toa do ctia khong gian n-chiéu c6 dinh cta ching
ta ma thoi.

Vi du tiép theo 1a n = 3, do dé ching ta c6 mét khong gian ba
chiéu. Trong trwong hop nay khong gian xa dnh bao gém tat ca cac
duwong thang trong khong gian ba chiéu nay, nhung da tap co lai bao
gom cac cdp: mot dwong thang va mot mat phang chita né (& day chi co
mot khong gian ba chiéu ma théi). Bdi vay, trong treong hgp nay co sy
khac biét gitta khong gian xa anh va da tap co. Ching ta c6 thé nghi vé
dwong thang nhuw 1a cot cd va mat phang la mat chira 1a co. Vi thé méi
cO cai tén “da tap co”.

L Boris Feigin va Edward Frenkel, A family of representations of
dffine Lie algebras, Russian Mathematical Surveys, tap 43, s6 5, 1988,
trang 221-222.

Chwong 12. CAY TRI THUC
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bl Mark Saul, Kerosinka: An episode in the history of Soviet
mathematics, Notices of the American Mathematical Society, so6 46,
thang 11 nam 1999, trang 1217-1220.

Ll Sau nay, toi da biét dugc rang Gelfand ciing cong tac véi cac
bac si tim mach (vi cung moét ly do nhw Yakov Isaevich cong tac véi
cac béc si tiét niéu), va ciing st dung thanh cong cach tiép can nay tGi
nghién ctru y hoc.

Chuong 14. BUOC LAI CAC BO TRI
THUC

Lol Mot dinh nghia chinh xac cua khong gian vector da gidi thiéu
trong chu thich 17, chvong 10.

i Trong trwong hgp pham tru cac khong gian vector, cau xa tw
khong gian vector V| t6i khong gian vector V, la phép bién doéi tuyén
tinh tw V, t61 V,. B0 la nhitng anh xa f tt V| t61 V, sao cho

— T —p T
(a+b)=f(a)+f(b)
| a
b
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(k-a)=Fk-f(a)

vOi vector
—+

i’}

bat ky trong V, va so k bat ky. Pac biét cac cdu xa t* mot khong
gian vector V tdi chinh n6 la cac phép bién doi tuyén tinh tir V tGi
chinh n6. Nhém doi xitng ctia V bao gom nhitng cau xa cé nghich dao
nhu thé.

Wil Chang han, xem Benjamin C. Pierce, Basic Category Theory
for Computer Scientist, MIT Press, 1991.

Joseph Goguen, A categorical manifesto, Mathematical Structures
in Computer Science, tap 1, 1991, 49-67.

Steve Awodey, Category Theory, Oxford University Press, 2010.

L2 Moi tham khao http:// haskell.org/haskellwiki/ Category_theory
va nhitng tai liéu tham khao dé cap trong dé.

L Moi tham khao Masaki Kashiwara va Pierre Schapira, Sheaves
on Manifolds, Springer-Verlag, 2010.

w4 Tinh chat dang ngac nhién nay cta s6 hoc theo modun céac so
nguyeén t6 c6 mot gidi thich don gidn néu ta nhin no tr quan diém cta
ly thuyét nhom. Xét nhitng cac phan ti khac 0 ctia treong hitu han: 1,
2,..., p - 1. Chung tao thanh m6t nhém déi v&i phép nhan. That vay,
phan t& don vi d6i véi phép nhan la s6 1: néu ching ta nhan bat ky
phan tir a nao vdi 1, ta lai nhan dwgc a. Va moi phan tir c6 mot nghich
dao, nhu da giai thich & chu thich 8, chwong 8: véi a bat ky thudc tap
hop {1,2,..., p - 1}, c6 mét phan t¥ b thoa man a.b = 1 theo modun p.

Nhém nay c6 p - 1 phan tt. Cé mdt thuc té tong quat, ding véi bat
ky nhém hitu han G nao véi N phan ti: lily thita bac N ctia moi phan t
a trong nhom d6 déu bang phan tit don vi (ma chung ta sé ky hiéu la 1),
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a¥=1

Dbé chitng minh diéu nay, xét cac phan tr sau trong nhom G: 1, a,
@,... B&i vi nhom G la hitu han nén nhitng phan t* nay khong thé déu
la khac nhau. T4t phai c6 su lap lai. Goi k la s6 ty nhién nhé nhat sao
cho @* = 1 hodc bang a@'véi j nao do trong khoang 1,..., k - 1. Xét truong
hop thi¢ hai. Ky hiéu a* la nghich ddo cta q, tic la a.a’ = 1 va lay liy
thtra bac j cia n6 (a’). Nhan ca hai vé caa phuwong trinh @ = @ vdi (a')
vao bén phdi. Mo6i lan gdp a.a" ta thay né bang 1. Nhan véi 1 khong lam
thay d6i két qud, nén ta ludn cé thé bo no di khoi tich. Nén ta thay rang
moi a triét tiéu mot a. Do do6, vé trdi sé bang a“, va vé phai bang 1. Ta
thu dugc a“ = 1. Nhung k - j lai nhé hon k, diéu nay mau thuan véi
cach chon k cua ching ta. B&i vay, su lap lai dau tién trong day trén
phadi c6 dang a“ = 1, do do6 cac phan t¥ 1, a, @’,..., @, tat thdy phai la
khac nhau. Diéu nay c6 nghia la ching tao thanh mot nhém k phan t.
{1, a, a,..., a*"). N6 la nhém con ctia nhém G ban dau vGi N phan tw,
theo nghia no6 1a tap hop cac phan tit con ctia G sao cho két qua cda
phép nhan hai phan t bat ky trong tap hop nay lai la mot phan t&r cia
tap con ay, trong dé cé chira phan ti don vi cia G va chita cac phan tw
nghich dao cua no.

Bay gio, ta da biét rang s6 phan ti* cia bat ky nhoém con ctia mot
nhom nao luén la wéc cta s6 phan tr thugc nhém dé. Ménh dé nay
ngay nay dwgc goi la dinh ly Lagrange. Toi sé dé cac ban ty ching
minh no (hodc don gian la tra citu n6 trén Google).

Ap dung dinh ly Lagrange cho nhém con {1, a, @, ..., @'}, gom k
phan t. Ta thay rang k phai la wéc cta N, s6 lwgng cac phan t cta G.
Do d6, N=km v&i m la mot s6 tw nhién nao d6. Nhung vi a* = 1, ta thu
duoc:

a‘=(a").(a")...(a") = 1.1...1 =1

day chinh la diéu phdi chitng minh.

Gio hay quay lai nhom (1, 2,..., p - 1} v&i phép toan twong tng la
phép nhan. N6 c6 p - 1 phan ti. Bay chinh la nhém G cua ching ta, do
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vay N = p - 1. Ap dung két qua tong quat trong tredmg hop nay, ta c6 a”
' =1 theo modun p v&i moi a thuoc {1,2,..., p - 1}. Nhung khi do:
@ = a.a' = a.1 = a theo modun p

Dé thay rang cong thitc cudi cung ludn ding véi s6 nguyén a bat
ky, néu ta dit quy dinh rang:

x = y theo modun p bat ct khi nao x-y = rp v@i s6 nguyén r nao
do.

Dbay chinh la ménh dé cua dinh ly nho Fermat. Fermat da phat biéu
n6 lan dau tién trong mot 14 thw givi cho mot ngwdi ban. “Toi sé giti cho
anh mét chitng minh,” 6ng viét, “nhung t6i sg rang n6 qua dai.”

Wl Cho dén bay gio, ching ta da xét s6 hoc theo modun s6 nguyén
t0 p. Tuy nhién, hoa ra c6 mot ménh dé twong tw v6i dinh ly Fermat
nho trong s6 hoc theo modun sé tw nhién n bat ky. D€ gidi thich n6 la
gi, t6i phai nhac lai ham Euler ¢, ma ching ta da thao luan trong phan
lién quan dén nhém bén trong chuwong 6. (Trong dé tai vé nhém bén cia
minh, toi da phat hién ra rang nhitng s6 Betti ctia caAc nhém bén dwgc
biéu thi qua ham nay.) Nhac lai rang @(n) la s6 cac s6 ty nhién nam
gitta 1 va n - 1 va la nguyén t6 cung nhau vé6i n; titc la khong cé wdc
chung véi n (ngoai 1). Chang han, néu n la mot s6 nguyén t6, thi tat ca
cac sO ti nhién nam giita 1 va n - 1 1a nguyén t0 cung nhau vdi n, va do
vay o(n) = n-—1.

Bay gio, tvong tu cta cong thirc @' = 1 theo modun p ma chung ta
vira chitng minh trong Chu thich truéc la cong thirc:

a’” =1 theo modun n

Cong thitc nay dung vdi moi so tw nhién n va so tu nhién a bat ky
la nguyén td6 cung nhau vdi n. N6 c6 thé duge chitng minh bang cach
giong hét ching ta da lam & trén: ta xét tap hop tat ca cac s6 tuw nhién
nam gitta 1 va n - 1 va la nguyén t6 cung nhau véi n. Cé tat ca o(n) so
nhw thé. Dé thdy rang ching tao thanh mot nhém véi phép nhan. Do
do, theo dinh ly Lagrange, v6i bat ky phan t¥ nao trong nhom nay, liy
thtra bac ¢(n) cua no cling bang véi phan ti don vi.
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Chang han, xét trudng hop n 1a tich ctaa hai s6 nguyén t6. Tic 1a n
= pq, v0i p va g la hai s6 nguyén t6 phan biét. Trong treong hgp nay,
cac so khong la nguyén td6 cung nhau vdi n la nhitng s6 hodc chia hét
cho p hodc chia hét cho g. Nhitng s6 chia hét cho p c6 dang pi, véii =
1,2,...,q-1(c6 g -1 cac s6 nhw vay), con nhitng so chia hét cho g c6
dang gj, v6ii=1, 2,...,p -1 (cé p -1 s6 nhuw vay). Do dé ta thay rang:

em=0m-1-@-D-p-D=(p-D@-1)

Bai vay, ta co:

a®”@ =1 theo modun pq

doi vai bat ky so tw nhién a nao khong chia hét cho p va q. Va dé
thay rang cong thirc:

a'"m* = 3 theo modun pq

ding véi bat ky s6 tw nhién a va sé nguyén m nao.

Phuong trinh nay la co s& cho mot trong nhitng thuat toan ma hoéa
dugc st dung rong rai nhat, goi la thuat toan RSA (dat theo tén Ron
Rivest, Adi Shamir, va Leonard Adleman, nhitng ngudi da mo ta no
vao nam 1977). Y twéng & day 1a chiing ta chon hai s6 nguyén t6 p va g
(c6 nhiéu thuat toan khac nhau sinh ra chitng) va goi n la tich pqg. So tw
nhién n dwgc céng khai, nhung cac sé nguyén to p va g thi khong. Sau
dé6 ta chon mot s6 e la nguyén té cung nhau vdi (p — 1)(q — 1). S6 nay
cling dugc cong khai.

Qua trinh ma hoa thwe hién s chuyén doi so a bat ky (nhw 1a so
thé giao dich) thanh a* theo modun n.

a — b = a theo modun n
Hoa ra c6 mot cach rat hiéu qua deé tai tao lai a tir a°. Cu thé 1a ta
tim mo6t s6 d nam gitta 1 va (p — 1)(q — 1) sao cho:
de = 1 theo modun (p - 1)(q—1)
Noi cach khac,
de=1+m(p-1)(q-1)
v@i sO tw nhién m bat ky. Khi do:
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a® theo modun n = theo modun n = a""*"“" theo modun n
= a theo modun n.

theo cong thic trén.
Do do, cho truede b = @, ta c6 thé tai tao lai so6 a ban dau nhw sau:

b — b‘theo modun n
Tém lai: ta cong khai hai s6 n va e, nhwng git® bi mat d. Sy ma hoa

dugc cho badi cong thirc:
a — b =a°theo modun n

Ai cling c6 thé lam dwgc diéu nay béi vi e va n la cong khai.
Sv giai ma dvgc cho bagi cong thire:

b - b?theo modun n

Ap dung cho a ta thu dugce s6 a ban dau. Nhung chi nhitng ai da
biét s6 d méi lam duoc.

Nguyén nhan tai sao day lai 1a mot so do ma hoa tot, dé la bai vi
néu muon tim d, s6 sé gitip ban tai tao con s6 dwgc ma hoa, ching ta
phai biét gia tri cia (p - 1)(q - 1). Nhung dé c6 no, ching ta phai biét
gia tri cda p, g, hai wdc s6 nguyén t6 cua n. Nhitng s6 nay dugc gilt bi
mat. V@i n da 16n, sit dung cac phuwong phap phan tich ra thira s6 da
biét, n6 c6é thé ldy mat nhiéu thang, thdm chi néu ban dung cad mot
mang nhitng mdy tinh cyc manh, dé tim p va q. Chang han, vao nam
2009, mot nhom cac nha nghién citu st dung hang tram may tinh song
song m@i cé thé phan tich dugc ra thira s6 nguyén to nhitng s6 c6 232
chir s6, nhung da phdi ton mat tdi hai nam (xem http.// eprint.iacr.org
/2010/006.pdf). Nhung néu ai dé co6 thé dua ra mot phwong phap hiéu
qua hon dé “phan tich” cac s6 tw nhién thanh thita s6 nguyén t6 (chang
han, st dung mot may tinh lwgng t¥), thi khi dé ching ta méi cé thé co
cong cu dé pha vO so do ma hoa nay. Biéu nay giai thich tai sao rat
nhiéu nghién ctu lai huwéng t6i chu dé phan tich cac so6 ra thira s6
nguyen to.
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e Trong treong hop cac so hitu ti, ta thady rang cac phuwong trinh
kiéu x* = 2 c6 thé khong c6 nghiém hitu ti, va trong treong hop nay ta
c6 thé xay dung mot hé thong s6 méi bang cach gop vao cac nghiém
nay, nhw V2 va —v2. Tt d6 ta thdy rang viéc hoan déi V2 va —v2 1a mot
do6i xitng cta hé thong s6 mai nay.

Tuwong ty nhw vay, ta c6 thé xét cac da thic theo bién x, nhw la x* =
2, hodc x’ - x = 1, nhu la cac phuong trinh trén treong hiru han {0,1,2,
..., p - 1}. Ta ddt cau hoi la lieu phuwong trinh trén c6 nghiém trong
treong hitu han nay hay khong. Néu né khéng cé nghiém, thi ta co thé
g0Op ching vao triong hitu han, theo cing mot cdch ma ta da gop V2 va
—V2 vao treong so hitu ti. Bing cach nay ta c6 thé tao thanh cac truong
hitu han mai.

Chang han, néu p = 7, phuong trinh x* = 2 c6 hai nghiém, 3 va 4,
béi vi:

3°=9 = 2 theo modun 7,4’ = 16 = 2 theo modem 7.

Chu y rang 4 1a -3 trong s6 hoc theo modun 7 béi vi 3+4 = 0 theo
modun 7. Do vay hai nghiém nay cua x* = 2 1a d6i nhau, nhw 1a v2 va —
V2 1a s6 ddi ctia nhau vay. Diéu nay khong cé gi dang ngac nhién, vi
hai nghiém ctia x* = 2 lu6n la s6 doi cua nhau béi vi néu a* = 2, thi (-a)’
= (-1)’a®> = 2. biéu dé c6 nghia la néu p khac 2, sé luén c6 hai sé cta
treong hitu han binh phwong 1én cho ciing mét két qua, va ching la s6
doi cua nhau (néu p khac 2, thi p sé phai la so 1é, va -a khong thé bang
a vi néu khong p sé bang vdi 2a). Bdi vay, chi c6 mot nira s6 phan tw
khac khong cta trwong hitu han {1, 2, ..., p - 1} la cac s6 chinh
phuong.

(Luat twong ho noi tiéng cua Gauss mo ta khi nao thi n la mét so
chinh phuong theo modun p va khi nao thi khong. Biéu nay vugt ra
ngoai pham vi cia cudn sach nay, nhung chi can noéi rang dap s6 chi
phu thudc vao gia tri ctia p theo modem 4n. Do vay, chang han, ching
ta da biét rang, n = 2 la mot s6 chinh phwong theo modun 7. Trong
trwong hop nay, 4n = 8. Do d6 né ciing la s6 chinh phuong theo
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modern s6 nguyén t6 p bat ky nao mién la né bang 7 theo modem 8, bat
ké 16n nho ra sao. Pay qua la mot két qua that dang kinh ngac!)

Néup =5,thi 1* =1, 22 =4, 3* = 4, va 4 = 1 theo modem 5. Vi
vay 1 va 4 la cac s6 chinh phwong theo modem 5, nhung 2 va 3 thi
khong. Pac biét ta thdy rang phuwong trinh x* = 2 khong cé nghiém
trong treong hitu han {0, 1, 2, 3, 4}, cling nhuv trong treong hop treong
cac sO hitu ti. Do do6 ta c6 thé tao ra mot hé thong s6 mdi, mé rong
treong hitu han (0, 1, 2, 3, 4) bang cach gop cac nghiém cta x* = 2 vao.
Ta ciing sé ky hiéu chiing bai V2 va —v2 (nhung ta phai nhé rang cac so
nay khong giong nhitng s6 ma ching ta da gop vao truong so hiru ti
truedgc day).

Chung ta thu dwgc mot treong hitu han méi bao gém cac s6 cé
dang:

a+bv2

v0i a, b thudc tap hgp {0, 1, 2, 3, 4}. BGi vi chung ta co6 hai tham
sO a, b nhan cac gia tri 0, 1, 2, 3, 4, ta thay rang hé thong s6 md&i nay co
5.5 = 25 phan t. Tong quat hon, bat ky md rong trdng nao cda truedng
httu han {0, 1, 2,..., p - 1} cling c6 p" phan t, vdi so ty nhién m nao
do.

Bay gio gia str rang, chung ta gop tat ca nghiém cta cac phwong
trinh da thirc vao truwong hittu han {0,1, 2,..., p - 1}. Khi d6 ta sé thu
duwgc mot hé théng s6 méi goi la bao dong dai s6 cua treong hitu han.
Trwong hitu han ban dau cé p phan tr. Nhwng hoa ra bao dong dai so
ctia n6 lai c6 vo han phan tr. Cau héi tiép theo ctia ching ta la nhom
Galois cua bao dong dai s6 nay 1a gi. Ching la nhitng déi xitng cia bao
doéng dai sO nay, sao cho bdo toan cac phép toan cong va nhan va g
cac phan t ti tredng hitu han p phan ti ban dau t6i chinh ching.

Néu chiing ta bat dau véi tredng s6 hitu ti, va 1dy bao dong dai so6
ctia né, thi nhém Galois twong @ng sé rat phirc tap. Thuc t€, Chuong
trinh Langlands dwgc tao ra mét phan la dé mo td nhom Galois nay va
nhitng biéu dién cia n6 dwdi ngén ngit cua giai tich diéu hoa.
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Nguoc lai, nhom Galois ctia bao déng dai so cua treong hitu han
{0,1,..., p - 1} hoa ra lai kha don gian. Tt@c la ching ta da biét vé
nhitng doi xitng nay roi: doi xing Frobenius, chinh la phép nang lén
Ity thtra bac p: a— @. Theo dinh ly Fermat nho, doi xing Frobenius
bdo toan tat ca cac phan t cta treong hitu han p phan ti ban dau. N6
cling bao toan phép cong va phép nhan trong bao déng dai so:

(a + by = a+b, (ab)y= ab’

Do d6, doi xing Frobenius thudc nhom Galois ctia bao dong dai
sO cua treong hitu han nay.

Ky hiéu do6i xtrng Frobenius la F. R6 rang bat ky Iy thira nguyén
F" nao cta Frobenius cling 1a mot phan ti¥ cia nhém Galois. Chang han,
F* 1a phép toan nang lén liiy thtra bac p?, a - a” = (a”. Cac doi xing F
khi n chay qua tat ca cac s6 nguyén, tao thanh mét nhém con ctia nhom
Galois ma ta goi la nhém Weil, dé vinh danh André Weil. Ban than
nhom Galois lai chinh 1a sy day da héa cia nhém Weil; ngoai cac liiy
thira nguyén cua F, n6 con c6 mot s6 phan ti la gidi han cia F* khi n
tién ra vo cung. Nhung theo mot nghia nao do, doi xttng Frobenius sinh
ra nhém Galois.

bay la mot vi du vé cdch ma doi xitng Frobenius tac dong lén cac
phan ti cia bao déng dai s6 cia mot tredng hitu han. Xét tredng hgp p
= 5, va cac phan tr cia bao dong dai s6 c6 dang trén:

a+ bv2

véia,blao, 1, 2, 3, hodc 4. Hé thong s6 méi nay cé mot doi xing

hoén doi V2 va —v2:
a+bv2-»a-bVv2

twong dong v6i nhitng gi da xay ra khi ching ta gop V2 vao truong
sO hitu ti. Diéu ngac nhién (va khong cé twong tu trong treong hop hitu
ti) do la doi xitng hoan doi nay hda ra lai bang doéi xing Frobenius.
That vay, a4p dung d6i xitng Frobenius cho V2 cé nghia la nang né 1én
Iy thira bac nam va ta thay rang:

https://thuviensach.vn



(V2 = (V2R.(V2). V2 =222 = 4.2 = —/2

vi 4 = - 1 theo modun 5. Do d6 véi p - 5, doi xitng Frobenius gtti a
+ bV2 t6i a — b—V2. Diéu nay ciing xay ra d6i vdi p bat ky sao cho
phuong trinh x* = 2 vo nghiém trong truong hitu han {0, 1, 2...,p - 1}.

w1 Mot doi xing cta khong gian vector n-chiéu, goi chinh xac hon
la mot phép bién doi tuyén tinh (xem chu thich 2), c6 thé duwgc biéu
dién béi mot ma tran, titc la mot mang vudng gom céc s6 a,, v6iiva j
chay ti 1 t6i n, & day n la chiéu caa khong gian vector. Khi dé vét cta
do6i xitng la tong cac phan ti* nam trén dwong chéo ctia ma tran, tic la
tong cua tat ca cdc so a,, voi i chay tir 1 dén n.

s Trong boi canh hién tai, quay trd lai cé nghia la tim, vGi mot
ham f cho treéc, mot b6 ma v6i moi diém s trén da tap cua ching ta,
vét cua doi xitng Frobenius trén thd tai s bang gia tri cua f tai s. Bat ky
s0 nao cfling c6 thé coi la vét ctia mot doi xitng ctia mot khong gian
vector. Diéu khé khan 1a t6 hgp nhitng khong gian nay lai thanh mot
tap hgp nhat quan théa man cac tinh chat cia mot bo.

Chuong 15. MOT VU PIEU DUYEN
DANG

Wl Mot biéu dién cia nhém Galois G trong mot nhéom H la mot
quy tac gan cho moi phan tir cia nhém Galois mdt phan tir cia H. N6
phai théa man diéu kién la néu a, b la hai phan ti* cia nhém Galois va
f(a) va f(b) la cac phan tr cia H dwoc gan cho ching, thi gan cho tich
ab trong nhém Galois phai 1a tich f(a)f(b) trong H. Mot cai tén chinh
xac hon anh xa nay la déng cdu tt nhom Galois t6i H.

L2l Hg lam ré hon diéu nay, ta nhac lai khai niém khong gian
vector trong chu thich 17, chwong 10. Nhu da thdo luan trong chuong
2, mot biéu dién n-chiéu cia mot nhém cho trude la mot quy tac gan
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mot doi xitng S, cia mot khong gian vector n-chiéu cho moi phan tr g
ctia nhom nay. Quy tac nay phdi théa man tinh chat sau: doéi véi hai
phan tr bét ky g, h va tich gh cia nhom, d6i xitng S, phai bang hop

thanh cia S, va S,. N6 ciing doi héi rang v6i moi phan tir g, ta c6

So(@+b)=Sg(@) +Sg(b)

Sg(k-@) = k-Sq(@)

vOi moi vector
—+

(l
—
b

va s0 k bat ky. (Nhitng doi xing nhw thé goi la cac phép bién doi
tuyén tinh, xem cha thich 2, chuong 14.)

Nhém tdt ca cac phép bién doi tuyén tinh kha nghich ctia mét
khong gian vector n-chiéu dugc goi la nhém tuyén tinh téng quat. N6
duwgc ky hiéu la GL(n). Do do, theo dinh nghia & doan trén, mot biéu
dién n-chiéu ctia mot nhom I" cho truée thi cling chinh la mot biéu dién
cta I' trong GL(n) (hay mot dong cau tw I' t6i GL(n), xem chu thich 1).

Chang han, trong chwong 10, ching ta da néi vé maét biéu dién ba
chiéu cia SO(3). Mo6i phan tit cia nhém SO(3) la mét phép quay cua
mat cau, ma ta gan cho né6 mét phép quay twong ng ctia khéng gian
vector ba chiéu c6 chita mat cau do (hoa ra né la mot phép bién doi
tuyén tinh). Diéu nay cho ta mét biéu dién cta SO(3) trong GL(3) (hay
mot cach twong duong 1a mot dong cdu tir SO(3) tdi GL(3)). Mot cach
trirc quan, ta c6 thé coi mot phép quay nhw la “tac dong” 1én mot khong
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gian vector ba chiéu, quay moi vector trong khong gian nay thanh mat
vector khac.

O mot vé cta quan hé Langlands (con dugc biét dén duéi tén goi
twong wng Langlands), ching ta xét biéu dién n-chiéu ctia nhém Galois.
O vé kia, ching ta c6 nhitng ham tv ding cdu ma ta c6 thé st dung dé
xdy dwng cai goi la cac biéu dién ty dang cau ctia mot nhom GL(n)
khac gom cac doi xitng cta khong gian vector n-chiéu, mac du khong
phai la trén treong so6 thuwc ma 1a trén nhitng cai goi la cac adéle. T6i sé
khong gidi thich ching la gi, nhung gidn do sau sé cho thay mot cach
khai lwvgc quan hé Langlands trong sé nhu thé nao:

Cac biéu dién n-chiéu ctia nhoém Galois
Nhitng biéu dién tir dang cau ctia nhém GL(n)

Chang han, cac biéu dién hai chiéu ciia nhém Galois sé c6 quan hé
v6i nhitng biéu dién cia nhom GL(2), ma ta c6 thé xay dung tir cac
dang modular da dvgc thao luan trong chwong 9.

Moi quan hé téng quat nay thu dwgc nho thay thé nhém GL(n)
bang mot nhém Lie tong quat hon. Khi d6 ¢ vé€ phai cua quan hé nay ta
c6 nhitng biéu dién ty ding cau cia G thay vi GL(n). O vé trai, ta c6
cac biéu dién ctia nhém Galois trong nhém doi ngau Langlands "G, thay
vi GL(n) (hodc twong dwong, cac dong cau tit nhém Galois tdi “*G). Chi
tiét hon, chang han, xem bai bao tong quan cta t6i: Edward Frenkel,
Lectures on the Langlands Program and conformal field theory, trong
Frontiers in Number Theory, Physics and Geometry II do P.Cartier, va
cong su bién tap, trang 387-536, Springer-Verlag, 2007, c6 thé tim thay
trén Internet tai:

http:// www.arxiv.org/pdf/hep-th/0512172.pdf

21 Xem video tai:

http:// www.youtube.com/watch=?v=CYBqIRMS8GiY.

121 Bigu mia nay dugc goi la Binasuan, chang han xem video nay:
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http:// www.youtube/watch=?v=N2T00z_eaTY

121 Ve cach xay dung dwong nay va giai thich tai sao néu di qua n6
hai lan, ta lai thu dwgc dwong tam thwong, moi tham khao, Louis H.
Kaumann, Knots and Physics, xuat ban lan thit 3, trang 419-420, World
Scientific, 2010.

1241 N6i cach khac, nhéom co ban ctia SO(3) bao gom hai phan ti:
mot 1a phan ti don vi va phan t con lai la dwong nay, ma binh phuwong
cta no la phan t don vi.

Lzl Tén toan hoc cho nhém nay la SU(2). N6 bao gom nhitng phép
bién déi “unita dac biét” ctua khéng gian vector phitc hai chiéu. Nhém
nay la anh em ho v6i nhéom SU(3), ma ta da thao luan trong chuong 2,
c6 lién quan dén cac quark, n6 bao gom cac phép bién déi unita dac
biét ctia khéng gian vector phitc ba chiéu.

26 Chinh xac hon, viéc nang mot duong déng ma chiing ta da xay
dung (twong ng véi lan xoay chiéc coc tron mét vong dau tién) tir
nhom SO(3) t6i cai phu kép cua no, tc nhém SU(2), s€ la mot duong
bat dau va két thic & nhitng diém khac nhau ctia SU(2) (ca hai déu
chiéu xu6ng cuing mot diém trén SO(3)), do vay n6 khong la mot dwong
déng trong SU(2).

w1 N6i chung, quan hé nay tinh té hon, nhung dé don gian, trong
cuon sach nay chung ta sé gia st rang doi ngau cia mot nhom doéi ngau
cling chinh la nhém do.

L2 Mot G-phan thd chinh (hay mot G-phan thg) trén mot dién
Riemann la mot sw phan thd trén dién Riemann sao cho tt ca cac thé la
ban sao ctia “sy phitc h6a” cia nhéom G (n6 duwgc xac dinh bang cach
thay thé, trong dinh nghia ctia nhém, cac so thue bdi cac s6 phitc). Cac
diém cua khong gian moduli (dwgc goi chinh xac hon la chum) cia G-
phan tho trén X la cac 16p twong duong cua cac G-phan thé tren X.

Dé don gian hoa van dé, trong cudn sach nay ching ta khong phan
biét mot nhom Lie v&i phitc héa caa no.
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21 Trong nhém co ban, ching ta dong nhat hai dwong dong bat ky
ma c6 thé bién dang duwgc vé nhau. Bai vi bat ky duong dong nao trén
mat phang ma khong di vong quanh mét diém bi bé di déu co thé co vé
mot diém, nén cdc phan tr khong tam thuwdong ctia nhém co ban la
nhitng dwong déng di quanh diém nay (d6 la nhitng dwong khong thé bi
co lai - diém ma chdng ta phai bo di khéi mat phang la mot chuéng
ngai cho viéc co lai nay).

Dé thay rang bat ky hai dwong déng nao cé ciing s6 vong quan déu
c6 thé bién dang vé nhau duwgc. Do vay, nhém co ban ctia mat phang bo
di mot diém chinh 1a nhém cac s6 nguyén. Chu y rang thdo luan nay
goi lai thdo luan cda ching ta trong chuwong 5 vé nhém bén véi hai sgi
day, ma ching ta ciing thdy n6 chinh la nhém cac s6 nguyén. Day
khong phdi la mot sy truing hgp ngau nhién, vi khong gian ctia nhitng
cap diém phan biét trén mat phang la twong dwong vé mat topo vGi mat
phang boé di mé6t diém.

1% Nguyen nhan cua viéc don dao nhan gia tri trong nhom duwong
tron la vi cong thitc ndi tiéng sau cua Euler:

eeﬁ = cos(0) + sin(@)v —1.

No6i cach khéc, s6 phitc e™’ dwgce biéu dién bdi mot diém trén
duwong tron don vi twong tng véi goc 0, dugce do bdi radian. Nhac lai
rang 2m radian thi cting giong nhw 360° (twong @ng vd&i quay tron mot
vong tron). Bdi vay, goc 6 dugc do theo radian la géc bang 360.6/2m
do.

Mot treong hop dac biét cua cong thitc nay, déi véi 0 = m, la:

et =—1

Richard Feynmann goi day la “mot trong nhitng cong thitc dang
chu y, gdy sttng sot nhat trong toan hoc.” N6 dong mot vai tro noi bat
trong cudén tiéu thuyét The Housekeeper and the Professor (Nguwoi gitp
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viéc va vi giao su), Picador, 2009. Mot truong hgp khac, khong kém
quan trong, do la:
et =—-1

biéu nay c6 nghia la duwong tron don vi trong mat phang phitc vGi
toa do t, ma nghiém cua phuwong trinh vi phan cua chung ta dugc xac
dinh trén d6, bao gém tat ca cac diém co6 dang t = e, v6i 6 nam gitta 0
va 2n. Khi ching ta di doc theo dwong tron don vi nay theo chiéu
nguwoc kim dong ho la ching ta dang danh gia nghiém x(t) = t" tai cac
diém t = ", khi cho goc 6 di tit 0 t6i 2m (theo radian). Bi tron mot
vong tron c6 nghia la 6 = 2n. Bai vay, dé thu dwoc gia tri twong @ng
ctia nghiém, ta phdi thay t = e vao t". Két qua la e*”. Nhung gia tri
ban dau cua nghiém lai thu dwgc bang cach thay t = 1 vao t, titc la
bang 1. Do vay, ta thdy rang khi di theo mot dwong dong cé chiéu
nguwgc kim dong ho doc theo dwong tron don vi, nghiém cia ching ta
duwgc nhan thém vai e. Va do chinh la don dao doc theo duong nay.

Pon dao nay, e la mot so phitc, ma ta c6 thé biéu dién nhu mot
diém trén mot duwong tron don vi @ mot mat phang phic khdc. Biém
nay twong wng véi goc 2mn radian hay 360n do, nén chinh la cai ma
ching ta mudn chi ra. Thyc té, nhan bat ky sé phitc z nao vGi e, vé
mat hinh hoc, 1a ta da quay diém do trén mat phang twong ng véi z
mot goc bang 360n do. Néu n la mot s6 nguyén, thi e = 1 do vay,
khong c6 don dao nao xdy ra ca, nhung néu n khéng phai la mot s6
nguyén thi ching ta c6 mot don dao khong tam thuong.

DPé tranh nham lan, t6i mu6n nhan manh rang & day ching ta c6
hai mat phang phitc. Mot 1a mat phang phitc ma trén d6 phwong trinh
cta ching ta dugce xac dinh - “mat phang t”. Con mat phang kia la mat
phang ma chiing ta biéu dién don dao. N6 khong lién quan gi dén mat
phang t ca.

Tom lai, ching ta da giai thich don dao ciia mot nghiém doc theo
mot duong dong vGi s6 vong quan +1 trén mat phang t nhw 1a mot diém
cta duwong tron khac. Twong ty nhw vay, néu so6 vong quan cta duwong
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la w thi don dao doc theo dudng nay la e = 1, twong duong vdi phép
quay 2rmtwn radian hay 360wn do. Do do, don dao lam nay sinh mot
biéu dién ctia nhém co ban trong nhém dwong tron. Qua biéu dién nay,
duwong trén mat phang ¢ bo di mot diém, cé s6 vong quan la w, bi quay
mot goc 360wn do.

L Cha y rang viéc chung ta bé di mot diém, goc toa do, khdi mat
phang that-si quan trong. Néu khong, bat ky dwong nao trén mat phang
cling c6 thé co lai, va nhém co ban sé la tam thwong. Do d6 khong co
don dao nao la kha di cd. Ching ta bi budc phai bé diém nay bai vi
nghiém cua ching ta, t', khong xac dinh & goc toa do néu n khong phai
la mot so tw nhién hay O (trong truong hgp nay sé khéng c6 don dao
nao).

2 Chinh xac hon, khéng phai tat ca cac biéu dién ctia nhém co
ban trong ‘G déu c6 thé nhan dwogc tw cac oper, va trong so dé nay
chiing ta han ché chi xét nhitng biéu dién ma c6 thé thu dwgc nhw vay.
Vé nhitng biéu dién khac, day van la cau héi con bo ngo.

b2l Edward Frenkel, Langlands Correspondence for Loop groups,
Cambridge University Press, 2007. Phién ban dién t& c6 san tai:

http:// xnath.berkeley.edu/~frenkel.

Chwong 16. POI NGAU LUQNG TU

2 Ban c6 thé ban khodn tw héi diéu gi da dién ra tir gitta nam
1991 t&i 2003. Chuyén la thé nay, trong cudn sach nay muc tiéu chinh
cta t6i 1a ké cho cac ban nghe vé cac khia canh cia Chwong trinh
Langlands ma t6i thay la tha vi nhat va vé nhitng kham pha trong linh
virc nay, trong doé toi may man duwgc gop mat, da duwgc tao ra nhw thé
nao. To6i khong c6 gang ké lai chi tiét toan bo cau chuyén cua cudc doi
minh tinh dén lic nay. Nhung néu ban td6 mo, thi trong nhitng nam
thang dy, t6i da dwa gia dinh minh t* Nga téi My, chuyén tir bo Tay
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sang Berkeley, California, yéu r6i lai that tinh, két hon va ly di, huwéng
dan vai ba nghién cttu sinh, di du lich va thuyét giang & nhiéu nai trén
thé gidi, xuat ban mot cudn sach va hang chuc bai bao. T6i c6 gang vén
lén bitc man bi an ctia Chuong trinh Langlands trong nhitng linh vuc
khac nhau: tv hinh hoc t6&i cac hé kha tich, ttr nhém lwgng ti tGi vat ly.
Toi sé dé danh phan nay trong hanh trinh ctia minh & mét cudn sach
khac.
L2 Xem http:// www.darpa.mil/Our_Work.

e G.H. Hardy, A Mathematician’s Apology, Cambridge
University Press, 2009, p. 135.

2 R.R. Wilson’s Congression Testimony, 17 thang 4 nam 1969,
trich tu: http:// history.fnal.gov/testimony.html

1 Cac phuwong trinh Maxwell trong chan khong c6 dang:
— -

V-E=0 V-B=0

— @E a aE
VXE:-— VXB:—
0t [

vOi

(21,

la ky hiéu dién treong va

well
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ky hiéu tr treong (dé don gian hoa cac cong thic, ching ta da
chon mot hé don vi ma trong dé van téc anh sang bang 1). R0 rang la
néu ching ta gui:

E — B, B— —-E

thi cac phuwong trinh bén phia bén trai sé trd thanh cac phwong
trinh phia bén phai va ngugc lai. Do vdy moi phwong trinh déu thay doi
nhung ca hé phuwong trinh thi khong.

12 Khong nén nham lan nhém chuan SU(3) nay véi mot nhom
SU(3) khac ma da thao luan trong chwong 2, va cting la nhom ma Gell-
Mann nhitng nha vat 1y khac da st dung dé phan loai cac hat co ban (n6
cling duge goi la “nhom mui”). Nhom chuan SU(3) c6 lién quan tdi
nhitng dac tinh cia quark ma nguoi ta goi la “mau”. Héa ra moi quark
c6 thé c6 ba mau khac nhau, va nhém chuan SU(3) lam thay d6i nhitng
mau do6. Béi vay, ly thuyét chuan mo ta twong tac cta cac quark dugc
goi la sac dong lwc hoc lwgng tit. David Gross, David Politzer, va Frank
Wilczek da dugc trao gidi Nobel nho kham pha tuyét diéu cta ho vé cai
goi la ty do tiém can trong sac dong hoc lwgng ti¢ (va nhitng ly thuyét
chuan khong giao hoan khac), gitp ta gidi thich dwgc hanh vi bi an cua
cac quark.

L PD.Z. Zhang, C.N. Yang and contemporary mathematics,
Mathematical Intelligencer (Nguwoi dwa tin Toan hoc), tap 15, s6 4,
1993, trang 13-21.

b4 Albert Einstein, Geometry and Experience, gui t&i vién Han
lam Khoa hoc Phé & Berlin, 27 thang 1 nam 1921. Dich trong G.Jeffrey
va W.Perrett, Geometry and Experience in, Sidelights on Relativity,
Methuen, 1923.

b2l Eugene Wigner, The unreasonable effectiveness of mathematics
in the natural, sciences, Communications on Pure and Applied
Mathematics, s6 13, nam 1990, trang 1-14.
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L2l C. Montonen va D. Olive, Magnetic monopoles as gauge
particles?, Physics Letters B, s6 72, 1977, trang 117-120.

L4l P, Goddard, J. Nuyts, va D. Olive, Gauge theories and
magnetic charge, Nuclear Physics B, s6 125, 1977, trang 1-28.

sl S la tap cta cac biéu dién phitc mot chiéu cua xuyén cyc dai
cta G, va S_1a nhom co béan ctia xuyén cuc dai cia G. Néu G la nhém
dwong tron, thi xuyén cwe dai ctia né la chinh nhém dwong tron, va moi
mot trong hai tap hgp nay twong tng 1-1 véi tap cac so nguyeén.

Chuong 17. PHAT HIEN NHUNG KET NOI
AN GIAU

el Khong gian M(X, G) c6 thé dwgc miéu ta theo nhiéu cach,
chang han, nhw 1a khong gian nghiém ctia m6t hé phwong trinh vi phan
trén X, va Hitchin la ngwoi dau tién nghién citu vé van dé nay (chi tiét
hon, xem bai bao & chu thich 19 duégi day). Mot mé ta cling cé thé hitu
ich d6i vdi chung ta trong chwong nay do la M(X, G) la khong gian
moduli caa nhitng biéu dién ctia nhom co ban cda dién Riemann S
trong phitc héa cia nhém G (xem chu thich 10, chwong 15). Biéu nay
c6 nghia la mot biéu dién nhu thé dwgc gan véi moi diém thudc M(X,
G).

04 Xem video cac bai giang cua Hitchin ¢ vién Fields:

http://www.fields.utoronto.ca/video-archive/ 2012/10/108-690

el (5 day t6i xin nhic t6i cong trinh gan day cia Ngb Bao Chau,
dé6 1a chitng minh “b6 dé co ban” cia Chwong trinh Langlands. Tham
khdo bai nghién cttu sau: David Nadler, The geometric nature of the

fundamental lemma, Bullentin of the American Mathematical Society,
s0 49, 2012, trang 1-50.
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b9 Can nhd rang trong mo hinh sigma, moi tht dugc tinh toan
bang cach lay tong trén tat ca cac anh xa ti*t mot dién Riemann c6 dinh
Y t6i da tap dich S, nhu chung ta thuwong lam trong mo hinh sigma, tirc
la cling cong hét tat ca cac dién Riemann ) kha di (da tap dich S van c6
dinh trong su6t qua trinh nay). Pac biét, ching ta 1ay tong trén cac dién
Riemann c6 giong bat ky.

L Chi tiét hon vé ly thuyét day, xem Brian Greene, The Elegant
Universe, Vintage Books, 2003 (Bdn dich tiéng Viét cia Pham Vin
Thiéu, nhan dé Giai diéu day va ban giao hwéng vii tru); The Fabric
of the Cosmos: Space, Time and Texture of Reality, Vintage Book,
2005.

=u Chi tiét hon vé cac da tap Calabi-Yau va vai tro cua no trong ly
thuyét siéu day, tham khdo Shing-TungYau va Steve Nadis, The Shape
of Inner Space, Basic Books, 2010, chvong 6.

12 MGt xuyén vé can ban cling c6 hai tham s6 lién tuc: dé la cac
ban kinh R, va R, ma chung ta thao luan trong chwong nay, nhung ¢ day
chiing ta sé tam b6 qua khong xét cac tham s6 do.

L= Gan day, noi 1én mot gidi phap mdi dwgc thdo luan rat séi noi,
do6 la y twéng cho rang moi mot da tap nay khdi sinh mét vii tru cia
riéng né véi nhitng dinh luat vat 1y riéng cta minh. Y twéng nay sau do
két hgp vdi phién ban cia nguyén 1y vi nhan: trong so nhitng vii tru ay,
s@ di vii tru ctia ching ta dwgc lwa chon 1a bai thuyc té rang cac dinh luat
vat ly trong d6 cho phép ton tai si song co tri tué (do vay mot cau héi
lai ndy sinh: “tai sao vii tru cia ching ta lai c6 thé nhw thé?”) Tuy
nhién, y twdng nay, dugc gan cho céi tén “canh quan ly thuyét siéu day”
hay “da vii tru”, da bi hoai nghi rat nhiéu ca vé phwong dién khoa hoc
lan triét hoc.

L4 R4t nhiéu tinh chat thu vi cda cac ly thuyét treong lwgng tir véi
sO chiéu khac nhau da dwgc kham pha hay gidi thich bang cach két noi
nhitng ly thuyét nay véi ly thuyét siéu day, thong qua phép rit gon so
chiéu hodc nghién cttu cac mang. Theo mdt nghia nao dé thi ly thuyét
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siéu day da dugc st dung nhw mot noi sdn xudt va phan tich cac ly
thuyét treong lwgng tir (hau hét déu la siéu doi xitng). Chang han, bang
cach nay ta thu dwgc mot giai thich dep dé cho d6i ngau dién tir cua ly
thuyét chuan siéu doi xing bon chiéu. Do vady, mdc du ching ta van
khong biét liéu ly thuyét siéu day cé thé mo ta vat 1y cta vii tru cia
ching ta hay khong (va chiing ta van chwa hoan toan hiéu ly thuyét siéu
day la gi), nhung n6 da san sinh ra nhiéu nhan thitc sau sac va manh mé
doi vadi ly thuyét treong lwgng tit. N6 cling dan téi nhiéu tién bo trong
toan hoc.

L=l Chiéu cua khong gian moduli Hitchin M(X, G) bang tich cta
chiéu thudc nhém G (cling chinh la s6 chiéu caa "G) va (g - 1), vGi g la
ky hiéu giong cia dién Riemann X.

L=l Vé cac mang, moi tham khdo, Lisa Randall, Warped Passages:
Unreaveling the Mysteries of the Universe Hidden Dimensions, Harper
Perennial, 2006; dac biét la chvong 4.

&2 Chinh xac hon, nhitng A-mang trén M(X, G) la cac vat cua mot
pham tru, khai niém ma chung ta da thao luan trong chwong 14. Cac B-
mang trén M(X, “G) la cac vat ctia mot pham tru khac. Ménh dé cta doi
xitng gwong dong diéu dé la hai pham tru nay la twong duong vGi nhau.

L2 Anton Kapustin va Edward Witten, Electric-magnetic duality
and the geometric Langlands Program, Communications in Number
Theory and Physics, s6 1,2007, trang 1-236.

L= Ve T-doi ngau, xem thém & chwong 7 cudn sach cia Yau va
Nadis, da dan & chu thich 6.

Ll Ve gia thuyét SYZ, xem chwong 7 cudn sach cia Yau va Nadis,
da dan & chu thich 6.

Le Chinh xac hon, moi thé 1la mot tich cua n dwdng tron, véi n la
mot s6 tu nhién chan, do vay no la su twong tw n-chiéu ctia mot xuyén
hai chiéu. Cha y rang chiéu ctia phan thé Hitchin va chiéu ctia moi thd
xuyén luén bang nhau.
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L2l Trong chwong 15, ching ta da thao luan mot cach xay dung
khac, trong dé ta thu duwgc cac bé tw dang cau ti nhitng biéu dién caa
cac dai s6 Kac-Moody. Nguoi ta hy vong rang hai cach xay dyng nay la
c6 lién quan vGi nhau, nhung & thoi diém toi viét nhitng dong nay, moi
lién hé nay van chwa dugc biét tdi.

L2l Edward Frenkel va Edward Witten, Geometric endoscopy and
mirror symmetry, Communications in Number Theory and Physics, s0
2, 2008, trang 113-283, c6 thé tim thay trén Internet tai:

http:// arxiv.org/pdf/0710.5939.pdf

bel Edward Frenkel, Gauge theory and Langlands duality,
Astérisque, S6 332, 2010, trang 369-403, c6 thé tim thay trén Internet
tai: http:// arxiv.org/pdf/0906.2747.pdf

Ll Henry David Thoreau, A week on the Concord and Merrimack
Rivers, Penguin Classics, 1998, trang 291.

Chuong 18. PI TIM CONG THUC CUA
TINH YEU

wel C.P. Snow, The Two Cultures, Cambridge University Press,
1998.

L7 Thomas Farber va Edward Frenkel, The Two-Body Problem,
Andrea Young Arts, 2012. Chi tiét hon, xem tai:

http:// www.thetwobodyproblem.com

Ll Micheal Harris, Further investigations of the mind-body
problem, mot chuwong ctia cudn sach sap xuat ban, co6 thé tim thdy trén
Internet tai:

http:// www.math.jussieu.fr/~harris/MmdBody.pdf
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L9l Henry David Thoreau, A week on the Concord and Merrimack
River, Penguin Classics, 1998, trang 291.

ol E.T. Bell, Men of Mathematics, Touchstone, 1986, trang 16.

t Robert Langlands, Is there beauty in mathematical theories?
trong The Many Faces of Beauty, ed. Vittorio Hosle, University of
Notre Dame Press, 2013, c6 thé tim thdy trén Internet tai:

http:// publications.ias.edu/sites/default/files/ND.pdf

L2 Yuri I. Manin, Mathematics as Metaphor: Selected Essays,
American Mathematical Society, 2007, trang 4.

Lzl C4c nha triét hoc da tranh ludn vé ban thé luan cda toan hoc
trong nhiéu thé ky. Quan diém ma t6i tan thanh trong cudn sach nay
thwong dugc goi la chu thuyét Platon toan hoc. Tuy nhién chad y rang c6
nhiéu kiéu Platon khac nhau, va cting c6 nhitng cach giai thich triét hoc
khac cia todn hoc. Chang han, tham khdo Mark Balaguer,
Mathematical Platonism, trong Proof and other Dilemmas:
Mathematics and Philosophy, Bonnie Gold va Roger Simons (bién tap),
Mathematics Association of America (Lién Hiép hoi Toan hoc M¥),
trang 179-204, va nhitng nguén tham khao trong do.

1 Roger Penrose, The Road to Reality, Vintage Book, 2004, trang
15.

1= Sdd, trang 13, 14.

el Kurt Godel, Selected Works, tdp 3, Oxford University Press,
1995, trang 320.

L7 Sdd, trang 323.

1l Roger Penrose, Shadows of the Mind, Oxford University Press,

1994, muc 8.47

I Trong quyét dinh cé tinh cot méc trong vu Gottschalk v.
Benson, 409 U.S 63 (1972), Toa an t6i cao nwdc My da tuyén bo rang:
“MOot chan ly khoa hoc, hay mot dién giai toan hoc cia né, khong phai
la m6t phat minh c6 thé cap bang sang ché duwgc... Mot nguyén ly, theo
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nghia triru twgng, la mot chan ly co ban; mot nguyén nhan nguyén thuy,
mot dong co (motive); nhitng thit nay déu khong thé duwgc cap bang
sang ché, vi khong ai c6 thé tuyén bd doc quyén véi bat ky thit nao
trong s6 chung... Mot nguwdi kham pha ra mot hién twong cua ty nhién
chwa tirng duwgc biét dén khong thé tuyén bé doc quyén doéi véi no, diéu
ma dao luat thira nhan.”

Lol Chiing ta xét m6 hinh co hoc lwgng ti siéu doi xing trén mat
cau (¢ day ky hiéu béi P') va ham twong quan gitta hai dai lwgng c6 thé
quan sat dugc, ky hiéu béi F va w. Ham twong quan nay dugc dinh
nghia trong ly thuyét cta chiing t6i la tich phan xuat hién & vé bén trai
cta cong thite. Tuy nhién, 1y thuyét dy cling da dy doan mét cach biéu
dién khac cho n6: mot tong trén nhitng “trang thai trung binh” xuat hién
¢ vé phdi. Sy nhat quan trong ly thuyét ctua chiung t6i doi hoi rang hai
vé nay phai bang nhau. Va qua that ching ding la nhw vay; dé la y
nghia ctua cong thic do.

L T,aura Spiney, Erotic equations: Love meets mathematics on
film, New Scientist, 13 thang 4 nam 2010, c6 thé tim thay trén Internet
tai: http:// ritesoflovenandmath.com

12 Hervé Lehning, La dualitéentre I’amour et les maths, Tangente
Sup, s0 55, thang 5-6, 2010, c6 thé tim thay trén Internet tai:

http:// ritesoflovenandmath.com

b2 Norma Farber, A Desperate Thing, The Plowshare Press
Incorporated, 1973, trang 21.

L4 La thu cua Einstein gwi Phyllis Wright, 24 thang 1 nam 1936,
duoc trich lai trong Walter Isaacson, Einstein: His Life and Universe,
Simon & Schuster, 2007, trang 388.

sl David Brewster, Memoirs of the Life, Writings, and Discoveries
of Sir Isaac Newton, Vol. 2, Adamant Media Corporation, 2001 (in lai
ban in nam 1855 cua Thomas Constable va Co.), trang 407.

https://thuviensach.vn



LOIKET

wsl Edward Frenkel, Robert Langlands va Ngo Bao Chau, Formule
des Traces et Fonctorialite: le Debut d’un Programme, Annales des
Sciences Mathématiques du Quebec 34 (2010), 199-243, c6 thé tim
thay trén Internet tai: http:// arxiv.org/pdf/1003.4578.pdf

Edward Frenkel, Langlands Program, trace formulas, and their
geometrization, Bullentin of AMS, tap 50 (2013) 1-555, c6 thé tim thdy
trén Internet tai: http:// arxiv.org/pdf/1202.2110.pdf
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THUAT NGU

Anh xa tir mot tap hop (hay da tap) M vao mot tap (hay da tap) N.
La mot quy tac gan mot diém thudc N vao moi diém thuoc M. (Mot anh
xa doi khi dwgc hiéu la mot sy tao anh).

Biéu dién cia mot nhém. Mot quy tic gan mét doi xitng cua mot
khong gian vector cho moi phan t¥ trong mot nhém cho trwde sao cho
mot so tinh chat ty nhién dugc théa man. Tong quat hon, mot biéu dién
ctia mot nhém G trong mot nhém H khac la mot quy tac gan mot phan
ti ciia H cho moi phan tit cia G, théa man mot so tinh chat ty nhién.

Bo6. Mot quy tac gan mot khong gian vector cho moi diém thudc
mot da tap cho trudc, théa man mat so tinh chat tw nhién nao do.

Bo ty dang cau. Mot bo thay thé cho ham ty dang ciu trong quan
hé Langlands hinh hoc & c6t bén phai trén phién da Rosetta cia Weil.

Chiéu. SO cac toa do can c6 dé mo ta cac difm cda mot vat thé
cho trwdc. Vi du, dwong thang va duong tron thi c6 so6 chiéu la mot, con
mat phang va mat cau thi lai c6 s6 chiéu la hai.

Dang modular. Mot ham so trén dia don vi thda man cac tinh chat
bién doi dac biét nhw l1a mot nhém con ctia nhém doi xing ctia dia don
vi (goi la nhém modular).

Pa tap. Mot dang hinh hoc tron, nhu la duwong tron, mat cau, hay
bé mat cua mot chiéc xam 0 t0.

Pa thirc mot bién. Mt biéu thite ¢6 dang:

ax"ta x"'+...tax+a,
v6i x 1a bién, con a, a_,..., a, a, 1a cac s6. Pa thitc nhiéu bién

dwogc dinh nghia twong tu.
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Pai s6 Kac-Moody. DPai s6 Lie ctia nhém vong ctia mot nhom Lie
cho trwdc, duwge mé rong bai mot duwong thang bo sung.

Pai s6 Lie. Khong gian tiép xtc cia mot nhém Lie ¢ diém tuwong
tng v&i phan tit don vi ciia nhom Lie do.

Pinh ly cudi ciing cia Fennat. Ménh dé khang dinh rang vGi bat
ky s tw nhién n 16n hon 3 nao, cling khong ton tai cac so tw nhién x, y,
zsao cho x" + y" = 7.

Poi ngau. Sy twong dwong gitta hai mo hinh (hay hai ly thuyét)
trong sy trdo doi cac doi twgng va cac tham s6 dugc quy dinh trudc.

Poi xirng. Phép bién doi mot vat cho trwdc ma bao toan nhitng
tinh chat ctia vat do, nhw la hinh dang va vi tri cta né.

Puong cong trén mot treong hitu han. Mot doi twgng dai s6 bao
gom tat ca cac nghiém ctia mot phwong trinh dai s6 hai bién (nhw mot
phuong trinh cubic), nhan gia tri trong mot treong hitu han c6 p phan
tlr va tat ca cac mé rong ctia né.

Puwong tron. Mot da tap c6 thé duwge mo ta nhw tap hop cua tat ca
cac diém trén mat phang cung cach déu mot diém cho trudc.

Gia thuyét Shimura-Taniyama-Weil. Ménh dé néi rang c6 mot
twong ng 1-1 giita cac phwong trinh bac ba va cac dang modular thoa
man mot s6 tinh chat nhat dinh. Qua twong ng nay, so cac nghiém cta
phuong trinh bac ba, theo modun céac s6 nguyén td bang cac hé s6 cia
dang modular.

Giai tich diéu hoa. Mot nganh toan hoc nghién citu phan tich ham
so thanh cac thanh phan diéu hoa, nhw la cdc ham sin hay cos, chang
han.

Ham s6. M0t quy tac gan mot s6 cho moéi diém thudc mot tap
hodc mot da tap cho truéce.

Ham ty dang cau. M6t loai ham s6 dac biét xuat hién trong giai
tich diéu hoa.
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Hop thanh (cua hai doi xitng). Doi xitng ctia mot vat thu dugc
bang cach ap dung lan lwgt hai déi xitng cta vat do.

Khong gian moduli Hitchin. Khong gian (hay da tap) c6 cac
diém cta né la nhitng biéu dién cta nhém co ban cia mot dién
Riemann cho treée trong mot nhom Lie cho tride.

Khong gian vector. Tap hop tat cd cac vector trong mot khong
gian phang n-chiéu, kém v@i cac phép toan cong vector hay nhan vector
V@i cac so, thda man mot so tinh chat ty nhién nao dé.

Ly thuyét trueong lwgng ti. Thuat ngit nay co6 thé ngu y hai diéu.
Thi¢ nhat, né c6 thé 1a mot nganh cua vat 1y nghién cttu nhitng mo hinh
twong tac cda cac hat va treong lwgng t¥. Thit hai, né c6 thé 1a mot mo6
hinh cu thé thudc kiéu nay.

Ly thuyét. Mot nganh dac biét cua toan hoc hay vat ly (nhw 1a ly
thuyét s6) hay mét m6 hinh cu thé miéu td moi lién hé gitta cac doi
twgng (nhw la 1y thuyét chuan véi nhém chuan SO(3)).

Mat cau. Mot da tap ma c6 thé mé ta nhw la tap hop tat ca cac
diém trong mot khong gian ba chiéu phang cung cach déu mot diém
cho trudc.

Nhom. Mot tdp hop v6i phép toan (c6 thé duge goi la phép hop
thanh, phép cong hay phép nhan tuy boi canh) gan moi phan tr caa tap
hop nay vdi bat ky cap phan ti khac. (Chang han, tap cac so6 nguyén
v&i phép cong). Phép toan nay phdi théa man cac tinh chat: ton tai phan
ttr don vi, véi moi phan tit bat ky ton tai phan t¥ nghich dao, va c6 tinh
két hop.

Nhom aben. Mot nhém ma trong dé phép nhan gitta hai phan tw
bat ky khong phu thudc vao th ty thwe hién. Chang han nhw nhom
dwong tron.

Nhom chuan. Mot nhém Lie xudt hién trong mdt ly thuyét chuan
cho trudc va ddc biét la xac dinh cac hat va twong tac gitra chung trong
ly thuyét do.
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Nhom co ban. Nhom cua tat ca nhitng duong cong dong trén mot
da tap ma bat dau va két thic cung & mot diém cho trwdc.

Nhom d6i ngau Langlands. Mot nhom Lie dwgc gan cho mot
nhom Lie G bat ky, bang mot tha tuc dac biét. N6 duwgc ky hiéu 1a *G.

Nhéom dwong tron. Nhom cac phép quay cta bat ky vat thé nao
c6 dang tron, chang han nhu mot chié€c ban tron. N6 la mét duong tron
v&i mot diém dac biét, chinh la phan t& don vi cia nhém nay. Nhém
duwong tron la mot vi du don gian nhat cho mot nhém Lie.

Nhém Galois. Nhém cac doi xitng ciia mot tredng s6 bao toan cac
phép toan nhan va cong.

Nhom khong aben (khong giao hoan). Mot nhom ma néi chung
trong dé phép toan gitta hai phan t& phu thudc vao thit tw thyce hién.
Chang han nhw nhom SO(3).

Nhom Lie. Mot nhom ma cling la mot da tap, sao cho phép toan
trén nhom do la mot anh xa tron.

Pham tru. Mot cau tric dai s6 bao gom cac “vat” va “cdu xa”
gitta hai vat bat ky. Chang han, cac khong gian vector lap thanh mot
pham tru, va cac bo trén mot da tap cling vay.

Phuong trinh cubic. Mot phuong trinh c6 dang P(y) = Q(x),
trong do P(y) la mot da thitc bac hai con Q(x) la mot da thitc bac ba. Vi
du nhv phuong trinh dwgc nghién citu chi tiét trong cuén sach nay la
phuong trinh y* + y = x* - x*.

Phuong trinh da thivc. Mot phuong trinh c6 dang P = 0, v6i P la
mot da thitc mot hay nhiéu bién.

Quan hé Langlands (hay twong ng Langlands). M4t quy tac gan
mot ham tw dang cau (hay moi biéu dién ty dang cau) véi mot biéu dién
cua mot nhom Galois.

Siéu doi xirng. Mot dang doi xing trong mot ly thuyét truong
lwgng tir hoan doi cac boson va cac fermion.

SO(3). Nhém céc phép quay ctia mot mat cau.
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So6 nguyeén. La s6 bao gom so tw nhién, 0, va ca s6 d6i ctia mot so
tw nhién.

S0 nguyén to. Mot so ty nhién khong chia hét cho bat ky so tw
nhién nao ngoai 1 va chinh no.

S6 phitc. Mot s c6 dang a + bV-1, véi a, b 1a hai s6 thuc.

So ty nhién. SO 1 hodc bat ky s6 nao thu dwgc bang cach cong 1
vGi chinh né nhiéu lan.

Sw phan theé. Gia st rang ta c6 hai da tap la M va B, va m0t anh
xa t* M vao B. V§i bat ky diém nao thudc B, ta cling c6 tap hgp cac
diém trong M anh xa t6i diém do, goi la “th6” trén diém d6. M dugc
goi la mot sy phan thg (hay bo thg) trén “nén” B néu tat ca cac thd nay
c6 thé duwge dong nhat véi nhau (va moi diém trong B sé ¢c6 mot 1an can
U ma tién anh cia né trong M c6 thé duge dong nhat véi tich caa U va
mot thé).

Tap hop. La m6t bo cac doi twong, nhw la tap hgp {0, 1, 2,..., N
-1} v6i N 1a s6 ty nhién nao doé.

Thuyét chuan. M6t mo hinh vat 1y cda bat ky mot dang cu thé
nao, miéu ta cac truong xac dinh va moi quan hé gitta chiing. C6 mot
dang thuyét nhw vay cho bat ky nhém Lie nao, goi la mét nhém chuan.
Chang han, mét thuyét chuan twong ng vG6i nhém duwong tron la thuyét
diéen tur.

Truong hitu han. Tap hgp cac so6 ty nhién nam gitta 0 va p - 1,
vdi p 1a mot s6 nguyén t6, hoac mé rong ctia né thu dwge bang cach
gan thém nghiém ctia mot da thitc mét bién.

Truwong so. Mot hé thong s6 thu duwgce bang cach thém vao cac so
hitu ti tat ca cac nghiém ctia mot tap hop hitu han cac da thitc mot bién
ma hé s6 cta ching la cac s6 hitu ti.

Twong ng. Mot quan hé gitta cac vat thudc hai loai khac nhau,
hay mot quy tac gan cac vat thuoc loai nay va@i vat thudc loai Kkia.
Chang han nhv twong ¢ng 1-1.
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Vong. M6t duong cong dong, chang han nhw 1a mot dwong tron.
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